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Untersuchung des Dip-Fit-Algorithmus zur Bestimmung der Axialfrequenz beim
Hochpräzisions-Massenspektrometer PENTATRAP
Das hochpräzise Massenspektrometer PENTATRAP hat das Ziel die Massenverhältnisse ein-
zelner hochgeladenen Ionen mit einer relativen Genauigkeit von 10−12 zu bestimmen. Dabei
wird das Massenverhältnis zweier Ionen über deren Zyklotronverhältnisse im 7 T Magnetfeld
der Penningfallen bestimmt. Die freie Zyklotronfrequenz wird bei PENTATRAP durch Mes-
sen der drei Eigenfrequenzen des gespeicherten Ions mittels der nicht-destruktiven FT-ICR
Methode bestimmt. Der limitierende Faktor für die Unsicherheit der Zyklotronfrequenz stellt
derzeit der Fehler in der Bestimmung der Axialfrequenz dar. PENTATRAP erreicht mit dem
momentanen experimentellen Aufbau ein relative Genauigkeit der Massenverhältnisse von
10−11. Für die Erzielung höherer Massenauflösungen, um beispielsweise die Bindungsenergie
einzelner Elektronen bestimmen zu können, gilt es den Fehler der Dip-Detektion zu redu-
zieren. Daher wurde die Anpassung der Linienform an den Nachweisdip im Rahmen dieser
Bachelorarbeit näher untersucht. Zunächst wurde mit dem Herausschneiden des Dips aus dem
Messspektrum eine bessere Bestimmung der Resonatorparameter erreicht, was sowohl an si-
mulierten als auch an experimentellen Daten bestätigt wurde. Bei Verwendung dieser besser
bestimmten Parameter als Startwerte für den Dip-Fit, konnte die Berechnungsdauer des Dip-
Fits gesenkt werden. Mithilfe einer modifizierten Berechnung der Startparameter konnte ein
flexibler Fit ohne Grenzen der Parameter an Simulationsdaten durchgeführt werden. Anhand
eines χ2-Test konnte gezeigt werden, dass die neue Fit-Methode eine optimale Detektion der
Axialfrequenz an simulierten Daten gewährleistet. Anhand experimenteller Daten wurde die
Detektion der Axialfrequenz für verschieden breite Teilspektren des Dip-Bereichs untersucht
und nachgewiesen, dass die theoretisch hergeleitete Fit-Formel nicht genau den realen expe-
rimentellen Verlauf beschreibt. Zuletzt wurde eine vollständige Analyse von Messdaten mit
Rhenium-Ionen durchgeführt, um den Einfluss der neuen Fit-Methode auf die Genauigkeit
des Frequenz-Verhältnisses zu ermitteln.
Investigation of the dip-fit-algorithm for the determination of the axial frequency
at the high-precision mass spectrometer PENTATRAP
The high-precision mass spectrometer PENTATRAP aims for the determination of mass-
ratios of single, highly-charged ions with a relative uncertainty in the order of 10−12. In order
to do so the mass-ratio of two ions is measured via the ratio of their cyclotron frequencies
inside a 7 T magnetic field. The free cyclotron frequency is measured via the three eigenfre-
quencies of a single ion stored in a Penning trap using the non-destructive FT-ICR method.
Presently the limiting factor on the cyclotron frequency uncertainty is the error of the axial
frequency. In order to reduce the uncertainty of the mass-ratio, the error of the determination
of the axial frequency via the dip-detection method should be minimized. This is the reason
for investigating the dip fit in the framework of this thesis. At the beginning, the determina-
tion of the resonator parameters was improved by cutting out the dip of the spectum. With
the modified calculation of the start parameters the fit became more flexible without bounds
by fitting simulated data. A χ2-test showed the perfect detection of the axial frequency of the
simulated data. The dip determination from experimental data was investigated for different
frequency windows of the spectrum being fitted, because the theoretical fit function might not
correspond to the experimental spectrum. In the end, a complete analyse of measured data
with rhenium ions was carried out to see the impact of the new fit method on the accuracy
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Hochpräzise Massenspektrometrie mithilfe von gespeicherten Ionen spielt eine große Rolle in
der Physik und wird vor allem zur Überprüfung fundamentaler Theorien, wie zum Beispiel
beim Test der Vorhersagen der Quantenelektrodynamik, Einsteins Relativitätstheorie oder
zur Bestimmung der Elektron-Neutrinomasse, verwendet [1, 2]. Die berühmte Formel von Ein-
steins spezieller Relativitätstheorie E = mc2 kann beispielsweise durch den Vergleich von der
Massen- und Energiedifferenz bei einem Neutroneneinfang überprüft werden, wobei sowohl
eine relative Massenmessung, als auch eine Wellenlängenmessung einer Gamma-Strahlung
durchgeführt wird [3].
Bei PENTATRAP wird das Massenverhältnis zweier hochgeladenen Ionen (HCIs, engl. ”high-
ly charged ions”) mit einer relativen Genauigkeit von ca. 8 · 10−12 bestimmt [4]. Die geringe
Unsicherheit wird durch die Transformation einer Massenmessung in eine Frequenzmessung
erreicht. Bei Penning-Fallen wird für eine derart genaue Messung ein starkes homogenes Ma-
gnetfeld verwendet, welches die Falle durchsetzt. Aufgrund der Lorentzkraft bewegt sich das
Ion in einer Kreisbahn mit der freien Zyklotronfrequenz nuc. Diese ist zum einen von der Ma-
gnetfeldstärke B und zum anderen von dem Ladungs-zu-Masseverhältnis qm abhängig. Daher
ist es möglich eine unbekannte Masse mithilfe einer Referenzmasse (oder die Massendifferenz







PENTATRAP untersucht das Massenverhältnis zweier hochgeladenen Ionen mithilfe von fünf
aufeinander aufgebauten Penning-Fallen, welche von dem magnetischen Fluss eines 7 T supra-
leitenden Magneten durchsetzt werden. Dieses Magnetfeld schließt die zu den magnetischen
Feldlinien orthogonale Bewegungsrichtungen auf eine radiale Bewegung ein. Die Speiche-
rung in axialer Richtung entlang der magnetische Feldlinien erfolgt durch ein angelegtes
elektrisches Feld in Form eines Quadrupol-Potentials. Dadurch stellt die Trajektorie des
in der Falle gespeicherten Ions eine Superposition der Eigenbewegungen mit der Axial-,
Magnetron- und der modifizierten Zyklotronfrequenz dar (siehe Kapitel 2). Mithilfe der FT-
ICR-Methode (Fourier-Transform Ionenzyklotronresonanz, engl. ”fourier transform ion cyclo-
tron resonance”) werden diese Frequenzen nicht-destruktiv bestimmt, aus welchen die freie
Zyklotronfrequenz berechnet werden kann. Aufgrund dieser Messmethode können langlebige
oder stabile Nuklide über längere Zeit beobachtet und damit der statistische Fehler verringert
werden.
Mit dem axialen Detektionssystem wird der in einer Elektrode induzierte (mit der Axialfre-
quenz oszillierende) Spiegelstrom als Spannung über einen Resonator abgegriffen. Nach einer
Verstärkung dieses Signals entsteht durch die Fouriertransformation ein Frequenzspektrum.
Ist das gespeicherte Ion im thermischen Gleichgewicht mit dem Detektionssystem, kann des-
sen Axialfrequenz über einen Amplitudenabfall (auch ”Dip” genannt) im Frequenzspektrum
1
2 KAPITEL 1. EINLEITUNG
des Resonators gemessen werden. Mithilfe des Dip-Fits fitdip wird diese Axialfrequenz in
dem Spektrum identifiziert.
Die radialen Moden können mit unterschiedlichen Kopplungsmethoden (siehe Kapitel 3.7
bestimmt werden. Mit den aktuell erreichbaren Messgenauigkeiten der Eigenfrequenzen ist
die Bestimmung des Zyklotronverhätnisses vom Fehler der Axialfrequenz dominiert.
Im Rahmen dieser Bachelorarbeit wurde daher die Detektion der Axialfrequenz untersucht,
mit dem Ziel deren Präzision zu steigern. Dieser Fit der Axialfrequenz fitdip zeigte zumal
einen sich von dem Spektrum differierenden Verlauf. Zudem kommt es zum häufigen Fit-
Versagen aufgrund von nicht konvergierenden Fits. Ob und welchen Einfluss verschiedene
Vorverarbeitungen des Spektrums sowie die Wahl der Startwerte für den Axial-Fit auf die
Präzision der detektierten Axialfrequenz haben, werden in dieser These näher untersucht.
In dieser Arbeit wird zunächst in Kapitel 2 ein allgemeiner Überblick über die Physik von
Penning-Fallen gegeben. Anschließend wird der aktuelle experimentelle Aufbau von PENTA-
TRAP in Kapitel 3 beschrieben. Darin wird auch auf die bisher verwendete Fit-Methode
der Axialfrequenz fitdip eingegangen. Das Kapitel 4 schildert die Defizite der aktuellen Fit-
Methode fitdip und zeigt anhand dieser die Konstruktion der neuen Methode fitroutine. Am
Ende des Kapitels werden einige Tests mithilfe von Simulationen und Messdaten durchge-
führt, um die Ergebnisse der neuen und alten Fit-Methode zu vergleichen. Im Kapitel 5 wird
die Präzision der Axialfrequenzmessung sowohl an Simulationsdaten, als auch an den Messda-
ten zu den metastabilen Zuständen von Rhenium gemessen. Abschließend werden in Kapitel




In diesem Kapitel wird zunächst erklärt, wie man geladene Teilchen in einer Penning-Falle
speichern kann. Anschließend wird die Bewegung eines Ions in der Penning-Falle analysiert.
Im zweiten Abschnitt wird auf die Detektion des Ions mithilfe des Spiegelstroms in den Elek-
troden, sowie dem gemessenen Spannungsabfall über den Resonator eingegangen. Schließlich
wird die Interaktion des Ions mit dem Resonator untersucht und erklärt, wie sich das entste-
hende Frequenzspektrum zusammensetzt und erklären lässt.
2.1 Grundlagen Penning-Fallen
Bereits 1842 bewies Samuel Earnshaw, dass kein rein statisches Magnet- oder rein elektrisches
Feld existiert, welches ein geladenes Teilchen stationär in einem Aufbau stabil speichert [5].
Die ideale Penning-Falle stellt eine Superposition eines starken homogenen Magnetfeldes und
eines elektrischen Quadropolfeldes dar. Das homogene Magnetfeld ~B = B · ~ez sorgt für den
radialen Einschluss der Teilchenbewegung in der xy-Ebene. Aufgrund der Lorentzkraft,
~FL = q( ~E + ~v × ~B) , (2.1)
wird ein Teilchen mit der Masse m und Gesamtladung q und Geschwindigkeit ~v durch das Ma-
gnetfeld ~B auf eine Kreisbahn mit der Zyklotronfrequenz ωc gezwungen. Durch Gleichsetzen





Hieran lässt sich erkennen, dass man die Masse m des Ions mithilfe der freien Zyklotron-
frequenz bestimmen kann, vorausgesetzt man kennt die Ladung des Ions und die Stärke des
anliegenden Magnetfeldes. Um diese Frequenz mit hoher Genauigkeit messen zu können, muss
die Bewegung des Ions in allen drei Raumdimensionen eingeschränkt werden. Für eine stabile
stationäre Speicherung wird zusätzlich, durch ein schwaches elektrisches Quadropolfeld die














durch hyperbolische Elektroden symmetrisch um die z-Achse (vgl. Abb. 2.1) erzeugt werden.
V0 ist der Potentialunterschied der Endkappe bezüglich der Ringelektrode. Daher stellt V0
3
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Abb. 2.1: Elektroden einer Penning-Falle
a) Abbild einer Penning-Falle bestehend aus hyperbolischen Elektroden. Dabei be-
findet sich für die Speicherung eines positiv geladenen Teilchens die Ringelektrode
mit einem Innenradius von ρ0 auf einem niedrigerem Potential als die Endkappen
im Abstand von z0 vom Zentrum.
b) Abbild einer zylindrische Falle mit zusätzliche Korrekturelektroden. Mit dem
Anlegen der Spannungen an die offenen Zylinderelemente kann im Fallenzentrum
ein in erster Näherung übereinstimmendes Potential wie in a) erzeugt werden, um
mit dem Magnetfeld das geladene Teilchen im Fallenzentrum festzuhalten. Bei
einer zylindrischen Penning-Falle wird die charakteristische Länge der hyperboli-
schen Falle d durch einen effektiven Elektrodenabstand Deff ersetzt. Abbildung
entnommen aus [6].
die Potentialbarriere für das in der Falle gespeicherte Ion dar. d wird als charakteristische








Durch Einsetzen von ~E = −~∇Φ in Gl. (2.1) erhält man folgende Bewegungsgleichungen für










Die Bewegung in z-Richtung lässt sich sofort als harmonische Oszillation identifizieren. Damit






Wie in Gl. (2.5) zu erkennen ist, stellt die radiale Bewegung eine Überlagerung zweier Ei-
genbewegungen in der xy-Ebene dar. Das Gleichungssystem (2.5) lässt sich mit dem Ansatz
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Abb. 2.2: Die drei Eigenbewegungen eines in der Penning-Falle gespeicherten Ions
Der gestrichelte Verlauf beschreibt die Superposition der drei Eigenbewegungen
des Ions. Dabei kennzeichnet ρ+ den Radius der modifizierte Zyklotronbewegung
mit der Frequenz ω+, ρz den Radius der Axialbewegung mit der Frequenz ωz
und ρ− den Radius der Magnetronbewegung mit der Frequenz ω−. Abbildung
verwendet aus [6].









Aus Gl. (2.6) und Gl. (2.7) lassen sich zwei Bedingungen zur Speicherung der Ionen in
Penning-Fallen ableiten. Zum einen muss qV0
d2 > 0 sein, sowie ω
2
c > 2ω2z gelten, damit die
Frequenzen reell sind.
Die Bewegung des geladenen Teilchens in der Falle ist eine Überlagerung aller Eigenbewegun-
gen und in Abb. 2.2 aufgezeigt. Es gilt folgende Reihenfolge für die Werte der Frequenzen:
ωc > ω+ > ωz > ω− .
Mit Gl. (2.6) und Gl. (2.7) lässt sich die freie Zyklotronfrequenz für die ideale Penning-Falle
wie folgt aus den Eigenfrequenzen berechnen:
ωc = ω+ + ω− , (2.8)
ω2c = ω2+ + ω2− + ω2z . (2.9)
Gl. (2.9) ist das von Brown und Gabrielse aufgestellte Invarianztheorem [7], das auch bei
Mängeln von experimentellen Aufbauten (wie z.B. Abweichungen der Fallenachse zur Ma-
gnetfeldrichtung), sprich für eine reelle Geometrie gilt.
6 KAPITEL 2. SPEICHERUNG UND DETEKTION GELADENER TEILCHEN
2.2 Ionendetektion
Im vorigen Kapitel 2.1 wurde die Bewegung des in der Penning-Falle gespeicherten Ions
untersucht. Im Folgenden wird die nicht-destruktive Detektion der Axialfrequenz mit der
FT-ICR (”Fourier-transform ion cyclotron resonance”) Technik erklärt.
2.2.1 Spiegelstromdetektion mithilfe eines Resonators
Nach dem Shockley-Ramo-Theorem wird durch die Bewegung eines Ions mit Gesamtladung
qion und mit der Geschwindigkeit ~vion entlang der Feldlinie einer Elektrode ~Eelectrode in dieser
ein Strom Iind induziert, welcher sich nach
Iind = qion~vion ~Eelectrode (2.10)
berechnen lässt [8, 9]. In der Penning-Falle von PENTARAP wird der induzierte Strom der
axialen Bewegung an einer der Korrekturelektroden detektiert, welcher im Bereich von fA
liegt [10]. Betrachtet man diese Elektroden als einen Kondensator mit Abstand D, so wird








induziert. Überträgt man das Ergebnis mit dem Modell des Kondenstors auf eine Penning-
Falle, so wird D durch einen effektiven Elektrodenabstand Deff ersetzt [10].
Nach dem Ohmschen Gesetz U(t) = Z · I(t) kann dieser kleine Strom I über eine große
Impedanz Z in eine messbare Spannung umgewandelt werden. Es wird eine parallele RLC-
Schaltung parallel zu den Elektroden geschaltet, um über deren Impedanz die messbare Span-


























Dabei ist die Impedanz des Resonators bei der Resonanzfrequenz ωres = 1√LC am größten
und erzeugt bei dieser den maximalen Spannungswert.




ωg1 − ωg2 . (2.14)
Dabei bezeichnet ∆ωg die Bandbreite, die sich aus den Grenzfrequenzen ωg zusammensetzt,
bei welchen die Leistung im Schwingkreis auf die Hälfte abgefallen ist. Nach [11] kann der




beschrieben werden. Unter der Verwendung der Resonanzfrequenz ωres und des Gütefaktors
in Gl. (2.15) lässt sich das Verhalten der Spannung in Abhängigkeit der Frequenz mit













Für ω = ωres ist der Widerstand des Resonators am größten, da die imaginären Impedanzen
verschwinden und es folgt:
ZLCR(ω = ωres) = Rp =
Q
ωresC
= QωresL . (2.17)
Um nun das detektierende Signal zu maximieren, sollte also die detektierte Eigenfrequenz des
Ions mit der Resonatorfrequenz übereinstimmen. Dies kann in jedem Fall erreicht werden,
indem die Fallenpotentiale geschickt anpasst werden (vgl. beispielsweise für ein Detektions-
system der axialen Mode Gl. (2.6)).
Wie anhand von Gl. (2.17) zu erkennen ist, sollte der Resonator eine hohe Induktivität L
und eine kleine Kapazität C besitzen, um eine hohe Impedanz und den damit proportionalen
Spannungsabfall zu erzeugen.
2.2.2 Das thermische Rauschspektrum des Resonators
Auch ohne ein Ion im Detektionssystem bildet sich ein Frequenzspektrum des Resonators
aus. Die Entstehung dieses Spektrums soll in diesem Abschnitt näher beleuchtet werden.
Unabhängig vom angelegten elektrischen Signal an einem Leiter, erhält man immer das
Wärmerauschen (”Johnson-Nyquist-Rauschen”) aufgrund der thermischen Bewegung der La-
dungsträger in dem Schaltkreis [12, 13]. Das Quadrat des Effektivwerts dieses Spannungs-
rauschens urms ist dabei proportional zu der umgebenden Temperatur T , dem ohmschen






Mithilfe des in Gl. (2.13) berechneten Widerstandes Re(ZLCR) erhalten wir dadurch die












Das in Gl. (2.19) erhaltene Resonatorsignal wird vor der Fouriertransformation noch mehrfach
verstärkt. Dabei müssen nach [10] folgende Punkte für dessen Beschreibung berücksichtigt
werden:
• Der Verstärker fügt dem Signal einen thermischen Rausch-Offset uamplrms hinzu, welcher
in erster Ordnung frequenzunabhängig ist
• Die Signalübersetzung zum zweiten Verstärker außerhalb des kryogenen Bereichs weist
eine lineare Frequenzabhängigkeit mit dem Proportionalitätsfaktor th auf.
• Das gesamte Spannungssignal wird mit dem Faktor A verstärkt
Berücksichtigt man diese Punkte zusätzlich, so erhält man schließlich die folgende Beziehung
zur Beschreibung des Frequenzspektrums des Resonators ohne Ion:




rms )2 [V rms] , (2.20)
= 10 log10[A˜ ·Re(ZLCR(ω)/Rp) + (uamplrms )2 + t˜h(ω − ωres)] [dBV rms] . (2.21)
Ein solches Spektrum ist in Abb. 2.3 gezeigt.
8 KAPITEL 2. SPEICHERUNG UND DETEKTION GELADENER TEILCHEN
Abb. 2.3: Theoretisch berechnete Resonanzkurven
Der grüne Graph stellt die Resonanzkurve des RLC-Schaltkreises dar. Ein nicht
gekühltes Ion äußert sich im Spektrum als Peak (roter Graph), ein eingekühltes
Ion (blauer Graph) wirkt wie ein LC-Reihenschaltkreis und produziert ein Dip
bei seiner Eigenfrequenz ωz im Spektrum. Abbildung verwendet aus [6].
2.2.4 Interaktion des Ions mit dem Resonator
Durch den Spannungsabfall über den Resonator entsteht ein elektrisches Feld proportional
zu − UDeff , welches der Ionenbewegung entgegenwirkt und diese ausbremst. Daher muss für
die axiale Oszillation in Gl. (2.5) nun ein Dämpfungsfaktor γ berücksichtigt werden, sodass
folgt:
z¨ = − qU
mDeff





Dadurch nimmt die Energie des Ions mit der Zeitskala τ = γ−1 ab, bis das Ion dieselbe ther-
mische Energie besitzt, wie das thermische Rauschen des Detektionssystems. Dieser Prozess
wird auch als ”Widerstandskühlung”,engl. ”resistive cooling”, bezeichnet [14]. Für weitere
Informationen siehe [10].
Unter Verwendung von Gl. (2.11) erhält man aus Gl. (2.22) das Verhalten des induzierten
Stroms
Uind = ZLCR(ω) · I = −
D2effm
q2







I(t) dt . (2.24)
Vergleicht man Gl. (2.24) mit der allgemeinen Differentialgleichung einer LC - Reihenschal-
tung,




I dt = 0 , (2.25)











Abb. 2.4: Detektionssystem mit der Interaktion des Ions
links: Durch das am Resonator durch den Spannungsabfall entstehende elektri-
sche Feld wird die axiale Oszillation gedämpft. Dadurch gleicht das Verhalten des
induzierten Stroms in der Elektrode der einer LC-Reihenschaltung und dem Ion
kann eine Kapazität und Induktivität zugeordnet werden.
rechts: Hier ist die an den Elektroden parallel geschaltete LCR-Parallelschaltung
dargestellt, über welche die zu messende Spannung un abfällt. Diese wird ver-
stärkt, Fourier transformiert und ergibt schließlich udip,totrms . Abbildung entnommen
aus [10].
Auf diese Weise kann die Verhaltensweise des Ions in Gegenwart eines Resonators als ein
LC-Reihenschwingkreis mit der Resonanzfrequenz ωz = (LionCion)−
1
2 beschrieben werden.
Bei dem Fall ωres = ωz ergibt sich mit Gl. (2.17), Gl. (2.26) und Gl. (2.23) die Relation












2.2.5 Peak- und Dip-Detektion
Besitzt das Ion eine höhere Energie als die des thermischen Gleichgewichts, zum Beispiel durch
Anregung (siehe Abschnitt 3.7), so lässt sich aus Gl. (2.12) ableiten, dass sich aufgrund der
großen Amplitude des axialen Signals ein Peak oberhalb des Rauschlevels des Spektrums
bildet (vgl. Abb. 2.3).
Befindet sich das Ion im thermischen Gleichgewicht mit dem Detektionssystem, so können die
Elektroden mit dem dazwischen gefangenem Ion als die in Abschnitt 2.2.1 hergeleitete LC-
Reihenschaltung angesehen werden, dessen Resonanzfrequenz durch die Oszillationsfrequenz
des Ions vorgegeben wird. Um nun schließlich das verwendete Detektionssystem (vgl. Abb.
2.4) zu verstehen, muss die Impedanz des gesamten Systems betrachtet werden. Mit den
bereits hergeleiteten Impedanzen in Gl. (2.12) und Gl. (2.27) ergibt sich somit die totale
Impedanz:














Analog zu Gl. (2.20) und Gl. (2.21) bildet sich durch das thermische Rauschen und die
Verstärkung das Frequenzspektrum udip,totrms mit Re(Zdip). Das schlussendlich erhaltene Fre-






τ(ω2−ω2z) −Q(ω2 − ω2res)
]2 . (2.30)
Bei der LC-Reihenschaltung ist der Resonanzwiderstand bei der Resonanzfrequenz ωz am
geringsten und deutlich geringer als der Resonanzwiderstand der Resonatorschaltung. Dies
führt dazu, dass bei ω = ωz der Resonatorschwingkreis kurzgeschlossen wird, sodass der
Spannungsabfall über den Resoantor reduziert wird und daher an dieser Stelle ein Dip im
Frequenzspektrum entsteht. Im Idealfall (ω = ωres = ωz) liegt der Dip zentral im Resonator.
Stimmen ωres und ωz nicht überein, so befindet sich der Dip auf einer der Flanken und erhält
nicht die maximal mögliche Diptiefe. Doch unabhängig vom Ort spiegelt der Dip in dem vom
FFT gelieferten Frequenzspektrum (vgl. Abb. 2.3) immer genau die axiale Frequenz des Ions









PENTATRAP - Prinzip der
Massenbestimmung
Dieses Kapitel gibt einen kurzen Überblick über den Messaufbau von PENTATRAP am
Max-Planck-Institut für Kernphysik in Heidelberg. Zunächst wird auf die Ionenproduktion
in der EBIT (siehe Abb. 3.1) eingegangen. Anschließend wird die Ionentransferstrecke, engl.
”beamline”, beschrieben, welche die Ionen in den kyrogenen Fallturm leitet, der sich in einem
7 Tesla Magneten befindet. Einen Gesamtüberblick über den Aufbau des PENTATRAP-
Experiments ist in Abb. 3.2 dargestellt.
In diesem Kapitel sowie in den Folgenden wurde die Kreisfrequenz durch die Frequenz ν = ω2pi
ersetzt.
3.1 Ionenproduktion in der EBIT
Wie anhand von Gl. (2.2) zu sehen ist, lässt sich generell die Präzision der experimentellen
Massenbestimmung durch Erhöhung der Ladung steigern. Diese hochgeladenen Ionen können
durch die Kollision der neutralen Atome eines Gases mit hoch energetischen Elektronen in
der Fallenregion einer EBIT, engl. ”electron beam ion trap”, erzeugt werden. Im Folgenden
wird die grundsätzliche Funktionsweise der EBIT dargestellt (vgl. Abb. 3.1).
Zunächst wird die Bewegung der Ionen in der ”Fallenregion” (grün dargestellt) durch das
Anlegen eines Potentials an die zylindrischen Elektroden (lila dargestellt) axial eingegrenzt.
Die radiale Bewegungseinschränkung wird durch ein Magnetfeld (bspw. von Spulen, grau dar-
gestellt) sichergestellt. Von der Kathode werden die Elektronen durch die Potentialdifferenz
zwischen Kathode und der nächstgelegenen zylindrischen Elektrode in das Zentrum der Falle
beschleunigt, sodass diese eine Energie von 1 - 100 keV besitzen [17]. Um den gewünschten
Ladungszustand des Ions zu erhalten, muss die Potentialdifferenz zwischen den Elektroden so
angepasst werden, dass die kinetische Energie der Elektronen größer ist als das Ionisationspo-
tential des gewünschten Zustandes. Durch das durch die Spulen induzierte Magnetfeld wird
der Elektronenstrahl enger gebündelt, was die Elektronendichte in der Fallenregion erhöht.
Damit nimmt die Wahrscheinlichkeit für die Kollision der Elektronen mit den Atomen und
die damit verbundene Ionisationsrate zu. Am Ende befindet sich eine Kollektor-Elektrode,
welche die Elektronen auffängt. Um die nun ionisierten Teilchen aus der EBIT zu leiten, wird
das Potential der letzten Elektrode heruntergesetzt. Dies erlaubt den Ionen in der Falle in
Richtung des Kollektors zu entfliehen.
PENTATRAP hat derzeit zwei verschiedene EBITs bei Raumtemperatur zur Verfügung:
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Abb. 3.1: Funktionsweise einer EBIT
Hochgeladene Ionen werden durch die Kollision der neutralen Atome eines Gases
mit hochenergetischen Elektronen erzeugt. Die Bewegung der Ionen wird durch ei-
ne Potentialdifferenz der Elektroden und einemMagnetfeld eingeschränkt. Zusätz-
lich führt der Magnetfeldgradient dazu, dass der eingestrahlte Elektronenstrahl
sich verengt und damit die Ionisierungsrate in der Fallenregion steigt. Abbildung
entnommen aus [16].
DRESDEN-EBIT: Diese besitzt eine Elektronenstrahlenergie von maximal 15 keV, um je-
den gewünschten Ladungszustand eines Atoms mit der Ordnungszahl 6 20 herzustellen.
Für weitere Details siehe [18].
TIP-EBIT: Diese ist darauf ausgelegt, eine kleine Probenmenge effektiv zu ionisieren. In
der kommenden Messreihe wird diese EBIT zur Erzeugung von beispielsweise Holmium-
und Dysprosium-Ionen eingesetzt, wobei beispielsweise durch die Einstrahlung eines
Lasers die Holmium-Atome aus einer 1012 Atomprobe (6 300 pg) herausgelöst und
anschließend durch einen Elektronenstrahl ionisiert werden. Für weitere Informationen
siehe [19].
3.2 Ionentransferstrecke
Mithilfe der PENTATRAP-Ionentransferstrecke werden die aus der EBIT gewonnen Ionen
in die Magnetbohrung zu den Penning-Fallen geleitet (vgl. Abb. 3.2). Dabei befinden sich
im ca. 7m langen Strahlengang Linsen, um den Ionenstrahl zu fokussieren und einen effizi-
enten Ionentransport zu gewährleisten. Für die Umlenkung der Strahlungsrichtung werden
elektrostatische Ablenker, engl. ”electrostatic bender”, eingesetzt. Außerdem wird nach der
Ionenproduktion ein 90◦-Dipolmagnet gleichzeitig als Massenspektrometer verwendet, um
schließlich nur die gewünschten qm -Verhältnisse in die Penning-Fallen zu leiten. Zusätzlich
wird durch Pulssignale an Drift-Röhren die kinetische Energie der Ionen von einigen keV/q
auf eV/q gesenkt, um das Einfangen der Ionen in der Penning-Falle zu ermöglichen [20].
Für die Strahldiagnostik befinden sich in der Ionentransferstrecke zwei Kontrollstationen,
bei welchen ein destruktiver Ionennachweis durchgeführt werden kann. Zum einen kann mit-
hilfe von Faraday-Bechern, engl. ”faraday-cups”, durch Influenz die Stärke des Ionenstroms
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Abb. 3.2: Aufbau des PENTATRAP-Experiments
Die Ionen werden in der EBIT erzeugt und mit dem Ionenstrahlrohr in die kal-
te Bohrung des Magneten geleitet. Nach der Ionenproduktion in der EBIT be-
findet sich ein 90◦-Dipolmagnet, welcher analog zu einem Massenspektrometer
die gewünschten Ladungs-zu-Massenverhältnisse herausfiltert. Im Ionenstrahlrohr
befinden sich zur Strahl-Diagnostik zwei Messstationen, bestehend aus Faraday-
Bechern und Mikrokanalplatten. Die Penning-Fallen befinden sich innerhalb des
7T Magneten, umgeben von flüssigem Helium. In Zukunft soll zusätzlich die Hei-
delberger super-EBIT an PENTATRAP angeschlossen werden. Der nähere Auf-
bau wird im Text erklärt. Abbildung verwendet von [19].
gemessen werden. Des Weiteren können zum Nachweis von Ionen und deren Position Mi-
krokanalplatten, engl. ”microchannel plates”, eingesetzt werden. Dabei treffen die Ionen mit
hoher kinetischer Energie auf die Wand einer der Kanäle und lösen aus dem Material Elektro-
nen heraus. Diese werden mit anliegender Beschleunigungsspannung wieder zu einer Kollision
mit der Wand gezwungen, sodass eine Elektronenlawine entsteht. Mithilfe eines Phosphor-
schirms können mit den Elektronenlawinen der verschiedenen Kanäle die Form und Position
des Ionenstrahls visualisiert werden. Für weitere Informationen und Simulationen siehe [17].
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3.3 Supraleitender 7T Magnet
PENTATRAP verwendet einen 7T supraleitenden Magneten von Varian, der sich in einem
vibration- und temperaturstabilisierten Raum befindet. Dieser besitzt eine zentrale vertikale
kalte Bohrung mit einem Durchmesser von 160mm [16], in welcher schließlich die Penning-
Fallen und das kryogene Detektionssystem (siehe Abschnitt 3.4) stecken.
In dem Magneten befinden sich zwei mit flüssigem Helium gefüllte Kammern. Die äußere
Kammer dient als Helium-Reservoir und kühlt die supraleitenden Spulen für das Magnetfeld,
während die innere Kammer der Bohrung entspricht und über eine dünne Kapillare zum
Austausch von Helium mit der Äußeren verbunden ist. Dabei wird der Druck und das Level
des flüssigen Heliums in der Bohrung stets durch Überwachen der Resonanzfrequenz einer
Resonatorschaltung im Helium gemessen und angepasst, da mit einer Druckänderung eine
Temperaturänderung des Heliums einhergeht. Damit würde sich durch die temperaturabhän-
gige magnetische Suszeptibilität der umgebenden Materialien das Magnetfeld ändern, was zu
Fluktuationen der Zyklotronfrequenz führen kann.
3.4 Kryogenes Detektionssystem
In der Bohrung des Magneten befindet sich das kryogene System, bestehend aus Strahl-
rohr, Detektionssystem und dem Herzstück des Experiments, den Penning-Fallen. Jede dieser
fünf Penning-Fallen besteht aus fünf zylindrischen Elektroden: eine Ringelektrode im Zen-
trum, zwei Korrekturelektroden und den beiden Endkappen-Elektroden. In der Fallenkammer
herrscht ein Ultrahochvakuum. Mit der Kühlung durch das anliegende flüssige Helium auf
eine Temperatur von ≈ 4K wird zum einen die Wärmestrahlung reduziert, zum anderen
aber auch kryogens Pumpen ermöglicht, d.h. die letzten verbliebenen Teilchen frieren bei der
Kollision mit der Wand aus. Damit sind theoretisch Speicherungen der Ionen von mehreren
Monaten möglich. Unter den Fallen befinden sich die Resonatoren und kryogenen Verstär-
ker, die an die jeweiligen Fallen angeschlossen sind. Da die Fallen übereinander liegen, kann
man durch Anlegen von Potentialen an die Elektroden die Ionen zwischen den Fallen hin
und her bewegen. Zusätzlich macht es dieser Aufbau möglich, die Zyklotronfrequenzen unter-
schiedlicher Ionen gleichzeitig in verschiedenen Fallen zu messen. Dies ermöglicht schließlich
die hochpräzise Massenbestimmung über die Zyklotronfrequenz-Verhältnisse, auf welche in
Abschnitt 3.8 näher eingegangen wird.
Zurzeit werden Falle 2 und Falle 3 für die Messung der Zyklotronfrequenz verwendet. Dabei
dienen Falle 1 und Falle 4 für die Ionenspeicherung während der Messmethode, die in Abb.
3.5 verdeutlicht wird. Falle 5 ist momentan nicht im Einsatz, soll aber zur Messung der
Magnetfeldabweichungen und Potentialabweichungen dienen.
3.5 Bestimmung der axialen Eigenfrequenz
Wie in Abschnitt 2.2.1 bereits aufgezeigt, induziert ein in der Penning-Falle gespeichertes Ion
einen Spiegelstrom in den Elektroden. Dieser weist dieselbe Frequenz auf wie die in Gl. (2.6),
Gl. (2.7) bestimmten Eigenschwingungen. PENTATRAP verwendet die nicht destruktive
FT-ICR Messmethode, um diese Frequenzen zu bestimmen. Dabei sind die Komponenten
der supraleitenden RLC-Parallelschaltung so gewählt, dass die Resonanzfrequenz ωres im
Bereich der axialen Frequenz liegt. Damit ωres = ωz vorliegt, kann man das an den Elektroden
anliegende Potential abändern und so die Axialfrequenz an die Resonatorfrequenz anpassen
(vgl. Gl. (2.6)).
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Abb. 3.3: Dip-Fit-Methode an der Messreihe von 187Re29+ in Falle 3
Nachdem das Spektrum geglättet wurde (orange), wird an dieses die Resonator-
Funktion gefittet. Der Dip wir an einen ausgewählten Bereich (rot) mit der Breite
spandip des Spektrums ohne Bearbeitung gefittet, sodass sich der schwarze Verlauf
ergibt. Für weitere Details siehe Text.
Das am Resonator abgenommene oszillierende Signal wird sowohl im kryogenen Bereich als
auch bei Raumtemperatur verstärkt. Anschließend wird das Signal mithilfe eines Frequenz-
mixers von hunderten kHz auf 10 kHz herunter gemixt. Dies ist notwendig, da der folgende
Analog-Digital-Wandler mit der Bit-Tiefe von 24 bit nur relativ niedrige Abtastraten, engl.
”sampling rate”, (< 200kHz) aufweist. Das digitale Signal wird anschließend zur Spekrums-
analyse Fourier transformiert.
Da PENTATRAP ein axiales Detektionssystem benutzt, entspricht unter diesem Vorgehen
das bei der Fouriertransformation gebildete Frequenzspektrum dem der axialen Mode, d.h.
der Dip entspricht der axialen Eigenfrequenz. Um neben der axialen Frequenz auch die an-
deren Eigenfrequenzen detektieren zu können, werden die verschiedenen Eigenschwingungen
gekoppelt und manipuliert, was im Abschnitt 3.7 näher beleuchtet wird.
Zur Bestimmung der axialen Eigenfrequenz wird an dem axialen Dip-Spektrum folgende Fit-
Analyse vollzogen (vgl. Abb. 3.3).
3.6 Bisher verwendete Fit-Analyse fitdip
Die Fitanalyse ist in Python geschrieben und beruht hauptsächlich auf der Fit-Funktion
”curvefit(F, xdata, ydata, p0, bounds)” des Pakets ”scipy.optimize”. Dies ist ein Algorithmus,
der die Parameter der gegebenen Funktion F nach der Methode der kleinsten Quadrate, engl.
”least squares”, kurz ls, zu den Messdaten xdata, ydata wählt.
Hier entspricht xdata, ydata = νi, ai(νi), wobei a die gemessenen Amplituden bei den gemesse-
nen Frequenzen ν bezeichnet. Zusätzlich können Startwerte p0 für die Parameteroptimierung,
sowie Parameterbereiche in denen die Parameter liegen müssen, vorgegeben werden. Als Re-
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sultat liefert diese Funktion die gefundenen optimalen Parameter, sowie deren Kovarianz. Aus
letzterem lässt sich die Varianz der Parameter berechnen.
Resonator-Fit:
• Die Resonator-Fitfunktion Fres folgt aus Gl. (2.21) und lautet:
a = Fres(ν) = 10·log10
A(1 +Q2( ν2
ν2res





+ off + 2pith(ν − νres)
 .
(3.1)
• Zunächst wird der Bereich des Resonators (im Folgenden mit spanres bezeichnet)
ausgewählt. Dies erfolgt, indem links und rechts der errechneten Resonanzfrequenz
νcalcres jeweils Frequenzen in spanres/2 (meist 1 kHz) zugelassen werden.
• Anschließend wird das Spektrum mithilfe des ”Savitzky-Golay-Filter” [21] geglät-
tet. Dabei werden durch eine polynomiale Regression dritter Ordnung, welche die
nächsten ±500 Nachbarn eines Messwertes berücksichtigt, die geglätteten Mess-
werte bestimmt.
• An diesen geglätteten Bereich des Spektrums wird nun mit ”curvefit” die Funk-
tion Fres gefittet. Die dabei verwendeten Startparameter und Wertebereiche sind
in Tabelle 3.1 abzulesen. Schlussendlich erhält man die Parameter: Ares, Qres,
off res, thres, νresres .
Dip-Fit:






τ(ν2−ν2z ) −Q(ν2 − ν2res)
]2 + off + 2pith(ν − νres)
 .
(3.2)
• Analog zu oben wird der Dip-Bereich des Spektrums ausgeschnitten. Dabei ent-
spricht meist spandip = 100Hz.
• Mit ”curvefit” wird nun an den Dip die Funktion Fdip gefittet. Dabei werden als
Startwerte p0 hauptsächlich die beim Resonator-Fit gefundenen Parameter ver-
wendet. Diese und die Grenzen der Parameter sind in Tabelle 3.1 aufgelistet.
In der Tabelle 3.1 bezeichnet der obere Index xcalc bei den Parametern, dass diese in der
Fit-Analyse wie folgt berechnet werden:




a− ures,totrms [ν,Ares, Qres, off res, thres, νresres ]2
)
. (3.4)
Der Index xguess bezeichnet eine freie Schätzung, welche der Fit-Analyse mitgegeben wird.
Für Qguess wird meist die erwartete Güte des verwendeten Resonators gewählt. Der für die
Eingrenzung der Axialfrequenz definierte Parameter span wird vor dem Fit frei gewählt und
liegt meist bei 5Hz. νguessres ist die berechnete Resonanzfrequenz der zugehörigen Falle. Die
Breite b des Dips ist ein frei gewähltes Intervall, welches meist als b = [1, 5] Hz identifiziert
wird.
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Tab. 3.1: Startparameter und Grenzen der Parameter des Fits
Dabei bezeichnen die folgenden Parameter die Parameters des Fits, mit:
A Amplitude, Q Gütefaktor des Resonators, off Verschiebung des gesamten Spek-
trums, th der Proportionalitätsfaktor für die lineare Frequenzabhängigkeit der Si-
gnalübersetzung, νres die Resonanzfrequenz des Resonators, νz die Axialfrequenz
und τ die Zeitkonstante der Kühlung. Für den Fit werden für all diese Parameter
Startwerte p0 vorgegeben, sowie Grenzen, in welchen sich die Parameter befinden
sollen. Der Index xcalc beschreibt, dass dieser Parameter beim Fit berechnet wird,
während xguess dem Fit von Außen mitgegeben wird.
Resonator-Fit Dip-Fit
Param. p0 untere Grenze obere Grenze p0 untere Grenze obere Grenze




guess Qres Qres − 50 Qres + 50
off / dBV 102 −104 104 off res 0.95 · off res 1.05 · off res
th / dBVHz 5 · 10−3 −10−5 10−5 thres 0.95 · thres 1.05 · thres








res − 5 νresres + 5
νz / Hz - - - νcalcz νcalcz − span νcalcz + span
τ / Hz−1 - - - 1/bmean 1/bmin 1/bmax
3.7 Bestimmung der radialen Eigenfrequenzen
Um die freie Zyklotronfrequenz nach dem Invarianztheorem (Gl. (2.9)) berechnen zu können,
müssen alle Eigenfrequenzen der Ionenbewegung gemessen werden. PENTATRAP besitzt ein
axiales Detektionssystem, sodass die radialen Eigenfrequenzen zunächst zu der axialen Mode
gekoppelt werden und der dabei entstehende Doppel-Dip (siehe Abschnitt 3.7.2) detektiert
wird. Dieses Vorgehen wird im Folgenden näher erläutert.
3.7.1 Manipulation der Eigenschwingungen
Durch Einstrahlung von Wechselfeldern über die Elektroden kann man die Energien der
Eigenbewegungen des Ions manipulieren. Dies ermöglicht neben Anregung und Kühlung auch,
dass Energien zwischen den Eigenmoden übertragen werden können.
Dipolanregung
Man kann eine Eigenschwingung anregen, indem man ein elektrisches Radiofrequenzsignal
(RF-Signal) zwischen der Ringelektrode und einer Endkappe anlegt, welches ungefähr der
Frequenz der Eigenschwingung entspricht. Damit kann zum Beispiel die Peakdetektion er-
möglicht oder eine gewisse Phase einer Eigenschwingung aufgezwungen werden. Dabei lässt
sich das angelegte RF-Feld ~E an der Position ~x mit der Anregungsfrequenz νrf und der Phase
φrf mit
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Quadropolanregeung
In diesem Fall wird zwischen der gesplittete Endkappe und der Ringelektrode ein RF-Signal
angelegt. Damit wird ein RF-Quadropol-Feld ~Ei,j





(xi ~ej + xj~ei) (3.6)
an der Position ~x mit der Kopplungsfrequenz νrf und der Phase φrf induziert. Dabei muss
xi oder xj der z-Koordinate entsprechen, um eine Kopplung zur axialen Mode zu ermög-
lichen. Um zwei Eigenschwingungen zu koppeln, muss νrf der Summe oder Differenz der
beiden gewählten Oszillationsfrequenzen entsprechen. Dabei sind die folgenden zwei Fälle zu
betrachten:
• νrf = ν± ∓ νz: Hier wird der sog. exponentielle Anstieg vollzogen, bei welchem die
Amplituden beider Moden gleichzeitig ansteigen.
• νrf = νz ± ν±: Dies ruft eine Rabi-Oszillation mit der Frequenz Ω hervor, bei welcher
die Energien der Eigenbewegungen zwischen den Moden periodisch mit einer Phasen-
differenz von 90◦ oszillieren.
Während der Quadropolanregung des zweiten Falles oszilliert die Energie der gewählten Ei-
genschwingungen zwischen den zwei Moden. So ist es beispielsweise möglich die radialen
Eigenschwingungen durch die Kopplung zur axialen Mode über das axiale Detektionssystem
einzukühlen. Während der Quadropolanregung wird dann die Energie der radialen Mode auf
die Axiale übertragen, welche in Resonanz mit dem Resonator durch das Widerstandskühlen
(vgl. Abschnitt 2.2.4) Energie verliert, und damit dann weniger Energie zurück übertragen
wird.
3.7.2 Doppel-Dip Detektion
Koppelt man die radiale Eigenschwingung mit der axialen Mode durch eine Quadropolanre-
gung, so entsteht in dem Frequenzspektrum nahe der eigentlichen Axialfrequenz ein Doppel-
Dip (vorausgesetzt die beiden Moden sind eingekühlt). Der Verlauf des Doppel-Dips ist in
Abb. 3.4 zu sehen und dessen mathematische Beschreibung in [20] nachzulesen.
Ist die axiale Eigenfrequenz bereits bekannt (bspw. durch vorige Dip-Detektion, Abschnitt
3.6), so lassen sich die radialen Eigenfrequenzen wie folgt aus der Frequenz des linken Dips
νl und des rechten Dips νr des Doppel-Dip Spektrums bestimmen:
ν∓ = νrf ± νz ∓ νl ∓ νr . (3.7)
Wurden die radialen Moden resonant mit der axialen Mode gekoppelt, d.h. νrf = ν± ±
νz, so entspricht der Abstand der zwei Dips genau der Rabifrequenz Ω. Andernfalls fällt
die Frequenzdifferenz der Dips höher aus, kann aber mit der modifizierten Rabi-Oszillation
dennoch berechnet werden (siehe [20]).
Zusammenfassend ermöglicht die Quadropolanregung die Kopplung zweier Eigenschwingun-
gen, sodass zusammen mit der Doppeldip-Detektion trotz des ausschließlichen axialen Detek-
tionssystems alle drei Eigenfrequenzen bestimmt werden können.
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Abb. 3.4: Dip der axialen Eigenfrequenz und der durch Kopplung entstehende Doppeldip
einer radialen Eigenfrequenz
Durch die Kopplung bilden sich beidseitig im selben Abstand zur Axialfrequenz
zwei gleich tiefe Dips aus. Dabei entspricht die Dip-Breite des Doppeldips (blau)
der Hälfte des axialen Dips (rot). Abbildung entnommen aus [20].
3.7.3 Phasenmessung
Da es möglich ist mit dem axialen Detektionssystem alle drei Eigenschwingungen zu messen,
kann das Invarianztheorem Gl. (2.9) verwendet werden, um schließlich die freie Zyklotron-






(ν+∆ν+)2 + (νz∆νz)2 + (ν−∆ν−)2 . (3.8)
Aufgrund der Hierarchie der Frequenzen Gl. (2.1) haben die verschiedenen Eigenfrequenzen
einen deutlich unterschiedlichen Einfluss auf den Messfehler. Daher ist es sinnvoll, den Fehler
der modifizierten Zyklotronfrequenz ν+ zu verringern, um später die erwünschte Genauigkeit
von 10−11 zu erhalten.
Zu diesem Zweck wird ν+ mithilfe einer phasensensitiven Messmethode, namens PnP, engl.
”pulse and phase”, bestimmt, welche genauer ist als die Doppel-Dip Detektion. Im Folgenden
wird ein kurzer Überblick über diese Messmethode gegeben. Für mehr Details siehe [20, 22].
Zunächst wird mit der Dipolanregung der ν+ -Oszillation eine gewisse Phase aufgezwungen.
Während der freien Phasenentwicklung der modifizierten Zyklotronbewegung im Zeitraum ttot
wird in der Zwischenzeit das axiale Frequenzspektrum nach der Dip-Methode aufgenommen.
Man misst beide Frequenzen möglichst zeitgleich, um die zeitabhängige Verschiebung der
Axialfrequenz einer sequenziellen Messung zu unterdrücken. Nach ttot wird die Energie der
Zyklotronbewegung durch einen Quadropolpuls für die Zeit tpi (pi-Puls) auf die axiale Mode
übertragen und über das axiale Detektionssystem die Phase ausgelesen. Die gemessene Phase
φgem entspricht jedoch nur dem modulo der Gesamtphase φtot, d.h.:
φtot = 2piNtot + φgem = 2piν+ttot . (3.9)
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Durch das Anregen und Koppeln während des Messverfahrens werden systematische Ver-
schiebungen auf die Phase φgem übertragen. Daher wird die Phasenmessung mit einer Refe-
renzmessung mit kurzer Evolutionszeit t1 korrigiert. Man erhält die korrigierte Phase ∆φ in
der verkürzten Evolutionszeit ∆t = ttot − t1.
Mithilfe des sogenannten ”phase unwrapping” kann durch weitere Referenzmessungen mit
verschiedenen Evolutionszeiten (welche kein Vielfaches voneinander sein dürfen) die Perioden-
anzahl N bestimmt werden. Dabei wird nach Gl. (3.9) für verschiedene ν+,test (im Bereich des
bereits durch den Doppeldip-Fit bestimmten Wertes) die Anzahl der Perioden Ncalc(ν+,test)
berechnet. Da N eine ganze Zahl sein muss, wird für jede der benutzten Frequenzen die





|Ncalc(ν+,test)− [N ](ν+,test)| (3.10)
bestimmt, mit welchem nach Gl. (3.9) wiederum das N der Phasenmessung berechnet wird.




bestimmen. Für weitere Details siehe [20, 23].
3.8 Prinzip der Massenbestimmung
Momentan werden bei PENTATRAP zwei Fallen zur Bestimmung der freien Zyklotronfre-
quenz verwendet. Dabei werden drei Ionen von zwei verschiedenen Ionensorten (A & B)
abwechselnd in die Falle eingeleitet, sodass man beispielsweise die Situation der Position 1 in
Abb. 3.5 erhält. Für diese Position werden nun die Eigenfrequenzen gemessen und bestimmt.
Anschließend werden die Ionen durch die Potentialänderung an den Elektroden zum Fallen-
wechsel im Fallenturm gezwungen, sodass wir nun Position 2 erhalten (vgl. Abb. 3.5). Der
Transport der Ionen erfolgt dabei adiabatisch. Nachdem auch in Position 2 in jeder Falle die
freie Zyklotronfrequenz bestimmt wurde, wandern die Ionen wieder zurück zu Position 1 und
der Zyklus beginnt von vorne. Die genaue Bestimmung der freien Zyklotronfrequenzen wird
durch die PnP-Messung (Abschnitt 3.7.3) realisiert. Diese so bestimmten freien Zyklotronfre-
quenzen sind jedoch von dem Drift und den Fluktuationen des Magnetfeldes beeinträchtigt.
Um die von PENTATRAP gewünschte Genauigkeit von 10−11 zu erhalten, sollten sich daher
diese in der Verhältnis-Analyse aufheben. Hierfür verwendet PENTATRAP zwei Analyseme-
thoden, die im Folgenden vorgestellt werden.
3.8.1 Polynom-Methode
Bei dieser Methode werden die Zyklotronfrequenz-Verhältnisse zwischen den Messungen in
einer Falle gebildet (vgl. Abb. 3.5 links). Dabei werden für jede Falle die gemessenen freien
Zyklotronfrequenzen der beiden Positionen (also beider Ionensorten) in ein gemeinsames Dia-
gramm gegen die Zeit dargestellt. An die Graphen der jeweiligen Ionensorte wird ein Polynom
(meist dritten Grades) gefittet. Dabei ist der Grad des Polynoms zwischen zwei und sieben
festgelegt und es wird jener verwendet, der die kleinste quadratische Abweichung aufweist.
Die beiden Polynome unterscheiden sich um einen Proportionalitätsfaktor R. Das gemittelte
Verhältnis R beider Fallen spiegelt dann das Verhältnis der freien Zyklotronfrequenzen wider,
was zur Massenbestimmung verwendet werden kann.
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3.8.2 Aufhebungs-Methode
Hier wird das Verhältnis zwischen den Fallen berechnet, d.h. es wird das Verhältnis der freien
Zyklotronfrequenzen zweier verschiedener Ionensorten bei leicht voneinander abweichenden










mA ·B2(t2) , (3.13)√





B3(t1) ·B2(t2) . (3.14)
Mit der Annahme, dass Veränderungen des Magnetfeldes (durch äußere Einflüsse oder Ver-
schiebungen) sich auf beide Fallen gleich auswirkt folgt, dass zur Zeit t für das Verhältnis
der Magnetfelder B2 in Falle 2 und B3 in Falle 3 gilt:
B2(t)
B3(t) ≈ const. Damit kürzt sich das
Magnetfeld bei der Berechnung des Verhältnisses der freien Zyklotronfrequenzen (Gl. (3.14))





R1(t1) ·R2(t2) . (3.15)
Aufgrund dessen wird erwartet, dass mit dieser Methode eine höhere Genauigkeit erzielt wer-
den kann, wenn die Voraussetzungen an das Magnetfeld erfüllt sind. Hierzu müssen allerdings
noch eine Reihe an systematischen Untersuchungen an PENTATRAP durchgeführt werden,
sodass dieses Messverfahren aktuell noch keine Anwendung findet.
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Abb. 3.5: Massenbestimmungsmethoden mit zwei Fallen
Links ist die Polynom-Methode dargestellt, welche an die bestimmten freien
Zyklotronfrequenz-Verhältnisse derselben Falle (zu verschiedenen Zeiten) ein Po-
lynom (meist dritten Grades (siehe Kap. 3.8.1)) fittet und damit das Verhältnis
als Parameter erhält.
Rechts ist die Aufhebungs-Methode dargestellt, welche das Verhältnis aus den
Frequenzen verschiedener Fallen zur selben Zeit bildet. Dabei erhält man jedoch
nur halb so viel Statistik, da man zur Bestimmung des Massen-Verhältnisses R
die einzelnen Verhältnisse der Positionen miteinander verrechnet (vgl. Gl. (3.15)).
Vorteil dieser Methode ist, dass sich die Magnetfeldfluktuationen herauskürzen.
Abbildung verwendet aus [6].
Kapitel 4
Entwicklung der fitroutine
In diesem Kapitel werden die vermuteten Fehleinschätzungen der bisher verwendeten Fit-
Methode fitdip beschrieben und anhand dieser eine verbesserte Fit-Methode fitroutine kon-
struiert. Die genaue Vorgehensweise der fitroutine ist in Abschnitt 4.2 erläutert. Zum Schluss
werden die Fit-Methoden anhand von Simulationstests und einer Messreihe am Isotop 187Re29+
verglichen und überprüft, ob die vermuteten Defizite behoben wurden.
4.1 Problemstellung
Derzeit stellt der Fehler der detektierten Axialfrequenz den limitierenden Faktor der Zyklo-




















Mit einer Abschätzung nach [23] der Frequenzanteile an der Zyklotronfrequenz und den Un-
genauigkeiten von δnu+ ≈ 0.002 Hz, δnuz ≈ 0.05 Hz und δnu− ≈ 0.1 Hz folgt damit:
δνc =
√
(0.990 · δν+)2 + (0.0444 · δνz)2 + (10−3 · δν−)2 (4.2)
=
√
3.92 · 10−6 + 4.93 · 10−6 + 10−8 Hz = 3 mHz . (4.3)
Um die Genauigkeit des Zyklotronverhältnisses zu steigern, gilt es den Fehler der Axialfre-
quenz zu reduzieren.
Speziell bei den Messungen mit Falle 3 ist aufgefallen, dass es Abweichungen zwischen dem
Spektrum und der Fitfunktion an das Spektrum gibt. Dabei lässt sich optisch feststellen,
dass teilweise die ”Maxima” des Spektrums unterschätzt werden und der weitere Verlauf
nicht übereinstimmt (vgl. Abb. 3.3). Die in Abschnitt 3.6 beschriebenen Fit-Methode legt die
Vermutung nahe, dass durch das Glätten des Spektrums das Resonatorspektrum im Dipbe-
reich abflacht. Da für den Dip-Fit vor allem die Grenzen der Parameter Q und νres sehr eng
an die vom Resonator vorgegebenen Startwerte gesetzt sind und der Startwert von A gering
gewählt ist (vgl. Tab. 3.1), ist davon auszugehen, dass dies zu einer Abweichung der tatsäch-
lich optimalen Parameter führt. Zusätzlich lässt sich beim Fitten vieler Spektren beobachten,
dass die beiden manuell festgesetzten Parameter span und b oft speziell für die verschiedenen
Messreihen angepasst werden müssen, da der Fit-Algorithmus sonst nicht in der Lage ist die
Parameter zu bestimmen (”ValueError” oder ”RuntimeError”). Dies erschwert eine automa-
tisierte Analyse vieler Spektren. Des Weiteren fällt die Dip-Detektion oft fehlerhaft aus, da
der Dip einige Hz neben dem tatsächlichen Dip vermutet wurde.
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4.2 Methoden der neuen fitroutine
Das Ziel der Optimierung des Fit-Algorithmus ist die Ermöglichung eines flexiblen Fits an
verschiedene Spektren ohne Anpassung der manuellen Parameter. Daher wurde zum Großteil
von der Einschränkung der Fit-Parameter abgesehen. Es wird lediglich angenommen, dass alle
Parameter positiv zu wählen sind und dass sich th im Intervall [10−6, 10−4] befindet. Letzteres
wurde anhand experimenteller Beobachtungen festgelegt. Analog zur fitdip-Methode wird zu-
nächst ein Resonator-Fit an dem durch spanres ausgeschnittenem Teilspektrum durchgeführt.
Dessen Fit-Resultate werden als Startparameter für den Dip-Fit verwendet. Zur Bestimmung
der Startparameter von A, Q und τ wird analog wie bei der fitdip-Methode vorgegangen. Die
anderen Parameter berechnen sich wie folgt:
off = a¯ , (4.4)







a(ν)− ures,totrms [ν,Ares, Qres, off res, thres, νresres ]
)
. (4.7)
Zusätzlich soll die Vorhersage der Resonatorparameter verbessert werden, um einen vertrau-
enswürdigen Fit des Dips im spandip zu gewährleisten. Daher wird das Spektrum, an das
gefittet wird, nicht geglättet. Außerdem wird angenommen, dass die Wirkung des Ions in der
Falle als LC-Reihenschwingkreis (vgl. Abschnitt 2.2.4) den eigentlichen Resonatorverlauf in
der Nähe der Resonanzfrequenz abschwächt. Dies kann durch Messungen mit und ohne Ion
in der Falle bestätigt werden (vgl. Abschnitt 4.3.1). Daher wird der Dip aus dem Spektrum
herausgeschnitten, sodass ein authentischerer Fit des Resonators gelingt und so womöglich
zu einem stabileren Dip-Fit beiträgt. Im Folgenden wird das Vorgehen des Herausschneidens
des Dips aus dem Teilspektrum dargestellt. Zusätzlich werden beim Resonator- sowie beim
Dip-Fit die signifikanten Rauschmaxima detektiert und für den Fit nicht berücksichtigt.
4.2.1 Ausschneiden des Dips
In Abb. 4.1 wird das Vorgehen des Ausschneidens des Dips aus dem Spektrum dargestellt.
Dafür wird zunächst ein erster Resonator-Fit am Spektrum vollzogen. Das Residuum dieses
Fits zum Spektrum weißt ein deutliches Minimum beim Dip auf. Durch die Bestimmung der
Frequenz dieser Extremstelle ist bereits der Startwert für νz bestimmt. Um sicher zu gehen,
dass die Extremstelle dem Dip und nicht einem nach unten gerichteten Rauschpeak entspricht,
wird vor dem ersten Resonator-Fit das Spektrum mit dem Savitzky-Golay-Filter geglättet.
Dabei werden nur die nächsten 15 Nachbarn für die Polynomregression berücksichtigt, was
einer Bandbreite von 375 mHz bei einer Auflösung von 25 mHz entspricht.
Mit der Annahme, dass der Dip deutlich breiter ist als ein Rauschpeak, sollten die Rausch-
peaks durch das Glätten deutlich stärker an Tiefe verlieren als der wirkliche Dip.
Um diese Annahme zu überprüfen werden modifizierte Spektren simuliert (Abb. 4.1), bei wel-
chen in der Nähe des Dips nach unten gerichtete Noisepeaks hinzugefügt werden. Anhand der
Graphen der geglätteten Daten wurde das erwartete Verhalten nachgewiesen. Die Präzision
der Dip-Detektion beider Fit-Methoden wurde anhand von 500 Spektren näher untersucht.
Dies wird in Abschnitt 4.3.2 geschildert.
Nachdem die Dip-Position charakterisiert wurde, wird die Breite des Dips ermittelt. Dazu
werden die zwei nächstliegenden Frequenzen um den Dip bestimmt, bei welchen das bereits
berechneten Residuum den Wert Null annimmt. Dieses bestimmte Intervall wird auf jeder






















Residumm d. gegl. Res.
Mittelwert d. Residuums
Abb. 4.1: Darstellung der Vorgehensweise für das Ausschneiden des Dips anhand einer mo-
difizierten Simulation
Zunächst wird durch eine leichte Glättung die Identifikation eines Noisepeaks als
Dip verhindert. Anschließend wird das Minimum des Residuums (zwischen Spek-
trum und einem ersten Resonator-Fit) als Dip identifiziert. Die Breite des Dips
wird durch die dem Dip am nächsten liegenden Frequenzen bestimmt, bei welchen
das Residuum den Wert Null annimmt. Schließlich wird diese Breite vergrößert
um zu gewährleisten, dass wirklich der komplette Dip ausgeschnitten wird.
Seite um 5 Hz vergrößert, um sicherzustellen, dass der Dip-Bereich vollständig abgedeckt ist.
Betrachtet man Spektren, bei welchen νres 6= νz gilt, so fällt auf, dass die Dip-Tiefe abnimmt,
sich jedoch zusätzlich eine Asymetrie (auf der dem Zentrum zugewandten Seite) ausbildet.
Dies liegt daran, dass der Dip nicht im Resonatorzentrum liegt. Um diese Verfälschung des
Resonators zu berücksichtigen, wird der Dip-Bereich proportional zum Abstand zwischen
Axial- und Resonatorfrequenz vergrößert.
Mit diesem Verfahren wurde sowohl der Dip-Bereich charakterisiert und ausgeschnitten, als
auch der Startparameter der axialen Frequenz berechnet.
4.2.2 Ausschneiden der Rauschpeaks
Eine Kopie des ursprünglichen Spektrums mit dem ausgeschnittenen Dip-Bereich wird zu-
nächst stark (d.h. eine hohe Anzahl von Nachbarn wird berücksichtigt) geglättet. Anschlie-
ßend wird das Residuum gebildet. Durch Bestimmung des Mittelwerts und der Varianz des
Residuums kann jeder Rauschpeak außerhalb des 3σ-Bereichs detektiert und aus dem Mess-
spektrum entfernt werden (vgl. Abb. 4.2).
4.3 Erster Vergleich von fitdip und fitroutine
Ein erster Vergleich der zwei Fit-Methoden soll zeigen, ob die vermuteten Defizite behoben
wurden. Hierfür wird an experimentellen Daten überprüft, ob die bestimmten Resonatorpa-
rameter der Fits den tatsächlichen Resonatorverlauf widerspiegeln. Mithilfe von Simulations-
daten wird anschließend die Präzision der Dip-Detektion untersucht.
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3 Sigma d. Residuums
Abb. 4.2: Darstellung der Vorgehensweise des Rauschpeak-Entfernens
Mithilfe des Mittelwerts des Residuums und dessen Varianz können Noisepeaks
außerhalb der 3σ-Grenze identifiziert werden.
4.3.1 Vergleich der gewonnen Fitparameter
Anhand einer Messreihe des Isotops 187Re29+ werden die beiden Fit-Methoden miteinander
verglichen. Dabei wurde diese Messreihe ausgewählt, da ein paar Spektren aufgenommen
wurden, als sich kein Ion in der Falle befand und damit reine Resonatorspektren wiederge-
geben werden. Eines dieser Resonatorspektren wird als Referenzmessung verwendet, um die
eigentlich optimalen Resonatorparameter ohne Dip-Verfälschung zu bestimmen. Hierzu wird
ein Resonator-Fit über den spanres = 2000 Hz ohne jegliche Bearbeitung des Spektrums
durchgeführt (siehe Abb. 4.3) und die erhaltenen Parameter werden als Referenzparameter
verwendet.
An das selbe Spektrum wird der Resonator-Fit über denselben spanres beider Methoden
vollzogen, um zu prüfen, ob die Bearbeitungen am Spektrum (wie beispielsweise das Glät-
ten) bereits zu Abweichungen der Resonatorparameter führen. Die Ergebnisse finden sich in
Tabelle 4.1 und sind in Abb. 4.3 visualisiert.
Anschließend wird aus der Messreihe ein Spektrum mit Dip ausgewählt, an welches der Re-
sonator mit spanres = 2000 Hz und der Dip mit spandip = 100 und 2000 Hz mit beiden
Methoden gefittet wird. Diese Ergebnisse sind in Tabelle 4.2 aufgelistet und in den Graphen
in Abb. 4.4 gezeigt. Um die Qualität aller Fits miteinander zu vergleichen, wird über den
spanres der ”least-square” pro Datenpunkt des entsprechenden Fits berechnet. Dieser wird
mit lspp bezeichnet.
Zunächst lässt sich durch den optischen Verlauf der Fits verifizieren, dass die Graphen der
fitroutine die Messspektren deutlich besser beschreiben. Beim Resonator-Fit der alten Me-
thode ist zu erkennen, dass das Maximum aufgrund des Glättens (vgl. Abb. 3.3) unterschätzt
wird. Dies zeigt sich vor allem an den Fitparametern A und Q. A weicht um 12σ und Q
um 14σ von dem Referenzparameter ab. Diese Abweichung führt zu einem erhöhten lspp von
2.31 (dBV)2 anstelle von 2.26 (dBV)2 . Der Unterscheide der lspp fällt aufgrund des 2000
Hz breiten Frequenzbereichs kleiner aus, obwohl bei der alten Fit-Methode das Maximum
des Resonatorverlaufs deutlich unterschätzt wird (vgl. Abb. 3.3). Die geringere Abschätzung
des Fitfehlers δνres = 0.07 Hz des alten Resonator-Fits steht im Kontrast mit der absoluten
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Abb. 4.3: Vergleich der Fitresultate am Resonatorspektrum an 187Re29+-Daten der Falle 3
Dies ist das Ergebnis der Resonator-Fits beider Methoden über den spanres =
2000 Hz. Im unteren Teil sind die Resonatorfunktionen dargestellt, welche an-
hand der durch den Dip-Fit (siehe Abb. 4.4 und Tab. 4.2) bestimmten Parameter
entstehen. Die Graphen zeigen klar eine Abweichung für fitdip, aber kaum eine
Abweichung zwischen dem Referenzresonator und dem Resonator der fitroutine.
Tab. 4.1: Resultate der Resonator-Fits mit spanres = Hz an 187Re29+-Daten
Die Bezeichnung der Fit-Parameter ist in Tab. 3.1 aufzufinden. lspp bezeichnet
den mittleren ”least-square” über spanres (das betrachtete Teilspektrum des Re-
sonators) pro Datenpunkt.
Parameter Referenz Res.-Fit alter Res.-Fit neuer Res.-Fit
A / dBV 1480± 40 978± 5 1500± 40
Q 12700± 200 9932± 30 12900± 210
off / dBV 5.64± 0.03 5.492± 0.007 5.65± 0.03
th / dBVHz−1 (31± 4) · 10−6 (31.9± 0.8) · 10−6 (32± 4) · 10−6
νres / Hz 504738.37± 0.29 504737.99± 0.07 504738.5± 0.3
lspp / (dBV)2 2.26 2.31 2.26
Abweichung von 0.38 Hz. Dies zeigt, dass beim alten Resonator-Fit der Fehler aufgrund des
Glättens unterschätzt wurde. Hingegen beträgt die absolute Abweichung der neuen Methode
0.13 Hz und δνres = 0.3. Die Unsicherheit der gemessenen Resonatorfrequenz beruht dabei
auf dem thermischen Rauschen.
Auch beim Dip-Fit weißt die neue Fit-Methode keine signifikante Abweichung zu den Re-
ferenzparameter auf. Hingegen weichen bei der alten Fit-Methode erneut A um 6σ und Q
um 15σ ab. Die Verbesserung lässt sich auf die besseren Startwerte durch den Resonator-Fit
zurückführen. Bei der alten Fit-Methode sind hingegen wie beispielsweise bei Q die Grenzen
des Dip-Fits sehr eng an den Startwerten gewählt. Daher beschreiben auch die gewonnen
Parameter des alten Dip-Fits nicht den Resonator, wie in Abb. 4.3 zu erkennen ist. Daraus
lässt sich schließen, dass sich das Fitten an geglätteten Spektren und enge Grenzen nach-
teilig auswirken. Hingegen beschreiben die gewonnenen Parameter beim Dip-Fit der neuen
























Abb. 4.4: Vergleich der Dip-Fits mit verschiedenen spandip an Messdaten von 187Re29+ in
Falle 3
Dies ist das Ergebnis der Dip-Fits beider Methoden über zwei verschiedene
spandip. Durch die in der fitdip-Methode eng gewählten Grenzen (bspw. bei den
Parametern A und Q) werden die Maxima des Dipspektrums unterschätzt. Hin-
gegen folgt der Graph der fitroutine dem Verlauf des Spektrums.
Tab. 4.2: Vergleich der Dip-Fits mit dem Referenz-Resonator-Fit mit spandip = 2000 Hz an
187Re29+-Daten
Die Bezeichnung der Fit-Parameter ist in Tab. 3.1 aufzufinden. lspp bezeichnet
den mittleren ”least-square” über spanres (das betrachtete Teilspektrum des Re-
sonators) pro Datenpunkt.
Parameter Referenz Res.-Fit alter Dip-Fit neuer Dip-Fit
A / dBV 1480± 40 1170± 30 1400± 40
Q 12700± 200 9122± 130 12450± 190
off / dBV 5.64± 0.03 5.85± 0.04 5.76± 0.03
th / dBVHz−1 (31± 4) · 10−6 (41± 4) · 10−6 (40± 4) · 10−6
νres / Hz 504738.37± 0.29 504737.6± 0.4 504737.8± 0.3
νz / Hz - 504737.29± 0.04 504737.29± 0.04
τ / Hz−1 - (103± 4) · 10−3 (75± 2) · 10−3
lspp / (dBV)2 2.26 3.14 / 3.10∗ 2.31 / 2.26∗
Der mit ∗ gekennzeichnete Wert des ls bezeichnet den ”least-square” der Resona-
torfunktion, welche mit den von dem Dip-Fit bestimmten Parametern gezeichnet
wird.
Methode noch immer den Verlauf des Resonatorspektrums. Dabei wurde jedoch aufgrund
des Dips das Maxima geringfügig reduziert (siehe Abb. 4.3). Die recht große Unsicherheit der
Reonatorfrequenz beider Methoden ist dem thermischen Rauschen, sowie der Verfälschung
durch den Dip, zu schulden. Da allerdings diese Unsicherheit beim Fit an das Resonator-
spektrum identisch ist (vgl. Tab. 4.1), scheint der Einfluss des Dips vernachlässigbar zu sein.
Anhand der Reduzierung des lspp von 3.1 (dBV)2 auf 2.3 (dBV)2 lässt sich eine deutliche
Verbesserung durch den neuen Fit-Algorithmus quantifizieren. Der lspp wurde über den Fre-
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quenzbereich von 2000 Hz berechnet, um den Wert mit der Resonator-Referenz vergleichen
zu können. Die Reduzierung des lspp würde für einen kleineren Frequenzbereich nach Abb.
4.4 deutlich größer ausfallen. Dabei entspricht der lspp der neuen Fit-Methode der im An-
hang A.2 bestimmten Varianz des Rauschens. Daher kann von einem optimalen Fit-Ergebnis
ausgegangen werden. Auch die lspp Abweichung der mit den Dip-Parametern erstellte Reso-
natorfunktion zum Resonatorspektrum verbessert sich von 3 (dBV)2 auf 2.3 (dBV)2. Damit
zeigt dieser Vergleich, dass die Resonatorparameter besser bestimmt werden und die Graphen
dem Verlauf des Spektrums deutlich besser angepasst sind.
4.3.2 Vergleich der Präzision der Dip-Detektion und Berechnungsdauer
Mit der Bestimmung der Präzision der Dip-Detektion soll überprüft werden, ob das Glätten
zur Dip-Detektion sinnvoll ist. Dafür wurde für diese Untersuchung in den simulierten Spek-
tren zusätzlich nach unten gerichtete Noisepeaks im Abstand von 1.25 − 12.5 Hz zum Dip
hinzugefügt. Kleinere Abstände wurden nicht in Betracht gezogen, da der Noisepeak damit
im Dip liegen würde und ein solches Spektrum nicht für die Analyse verwendet werden wür-
de. Anhand von experimentellen Spektren mit solchen Rauschminima wurden diese wie folgt
simuliert: Die zufällig gewählte Tiefe des Rauschminima wurde durch den Mittelwert der Am-
plitude des gesamten Spektrums begrenzt, sodass auch tiefere Noisepeaks als der Dip möglich
waren. Die Breite und Form des Noisepeaks wurden analog zur Noisepeak-Simulation (vgl.
Anhang A.3) bestimmt, wobei die maximale Breite auf 0.3 Hz festgelegt war. Da Breite, Tiefe
und Position zufällig gewählt wurden, wurde die Anzahl der negativen Noisepeaks willkür-
lich zwischen zwei und vier gewählt, um genug relevante Noisepeaks für diese Untersuchung
zu kreieren. Die 500 simulierten Spektren wurden zunächst ohne zusätzliche Noisepeaks mit
beiden Fit-Methoden untersucht und anschließend erneut mit den Noisepeaks. Das auf die
ideale Dip-Funktion addierte Rauschen ist für beide Fälle identisch. Dies sollte sicherstellen,
dass die Abweichungen bei den axialen Frequenzen wirklich auf die hinzugefügten Noisepeaks
zurückzuführen sind, welche fälschlicherweise als Dip interpretiert werden könnten. Für diese
Untersuchung wurden spanres = 2000 Hz für beide Fit-Methoden festgelegt. Für den Dip-Fit
der alten Methode wurde spandip = 100 Hz gewählt, da diese die Standardeinstellung dieser
Methode ist. Für die neue Methode beträgt dieser spandip = 2000 Hz. Außerdem wurden in
beiden Algorithmen die selben Parameter zur Errechnung der Startwerte verwendet.
Die Fits der fitdip- und fitroutine-Methode an ein Beispiel-Spektrum sind in Abb. 4.5 prä-
sentiert. Es zeigt sich, dass sich der alte Dip-Fit am tieferen Noisepeak orientiert und damit
den richtigen Dip verfehlt. Die Vermutung liegt nahe, dass der least-square-Fitalgorithmus
in ein lokales Minimum verfällt. Mit der neuen Fit-Methode wird dagegen der richtige Dip
detektiert.
Bei der Untersuchung von 500 simulierter Spektren werden drei Parameter betrachtet:
• ”Error” err: Hier werden die Spektren gezählt, welche nicht gefittet werden konnten.
Dies entspricht den Fällen, bei welchen der gefundene Wert nicht im Parameterbereich
liegt, oder nach 2000 Fit-Versuchen noch keine optimalen Parameter durch einen kon-
vergierenden Fit gefunden wurden.
• ”Fit-Versagen” errfit: Dies ist eine selbst definierte Fehlermeldung. Wenn der Fehler des
gefitteten Parameters größer ist als der Parameter selbst, wird dieser Fehler gemeldet,
da das Ergebnis scheinbar kein sicheren Fit widerspiegelt.
• Signifikante Abweichung ∆sig: Ist die Abweichung der gefitteten zur simulierten Axial-
frequenz größer als drei Sigma, so wird dieser Fall unter diesem Parameter hinzugezählt.

















Abb. 4.5: Beispiel-Spektrum aus der Analyse von 500 Spektren mit hinzugefügten negativen
Noisepeaks
Durch voriges leichtes Glätten des ersten Resonator-Fits wird der richtige Dip de-
tektiert. Hingegen kommt es bei der alten Fit-Methode durch zusätzlich negative
Noisepeaks zu einer fehlerhaften Dip-Detektion (vgl. Tab. 4.3).
Tab. 4.3: Untersuchung der Präzision der Dip-Detektion an 500 simulierten Spektren
Der Parameter ∆sig bezeichnet die Anzahl der signifikanten Abweichungen der
detektierten Axialfrequenz zur simulierten Axialfrequenz. Die Anzahl der aufge-
tretenen Fehlermeldungen ist mit err angegeben.
Simulation modifizierte* Simulation
Param. fitdip fitroutine fitdip fitroutine
∆νz,(sim,fit) / Hz 0.437 0.015 2.676 0.016
δνz / Hz 0.021 0.020 0.020 0.020
err 2 0 3 0
errfit 2 0 2 0
∆sig 190 1 300 1
Berechnungsdauer / sec 2885 1463 2391 1306
∗: Bei dieser Simulation sind nahe des Dips tiefe, nach unten gerichtete Noise-
peaks hinzugefügt. Dabei sind bei 241 von 500 Spektren dieser Peaks tiefer als
der Dip.
Zusätzlich wurde die mittlere Abweichung ∆νz,(sim,fit) der gefitteten zur simulierten Axialfre-
quenz, sowie der mittlere Fehler der vorhergesagten Axialfrequenz δνz bei jeder Fit-Methode
für beide Simulationen bestimmt. Während der Untersuchung wurde außerdem die Berech-
nungsdauer beider Fit-Algorithmen gemessen. Die Ergebnisse befinden sich in Tabelle 4.3.
Zunächst zeigt sich, dass die neue Fit-Methode im Gegensatz zur alten Fit-Methode in der
Lage ist jedes der 500 Spektren zu fitten und für alle Fits deutlich weniger Zeit benötigt.
Zusätzlich lässt sich erkennen, dass der fitdip-Algorithmus durch die zusätzlichen Noisepeaks
der speziellen Simulation zu mehr signifikanten Abweichungen gedrängt wird. Hingegen weißt
fitroutine keine zusätzlichen signifikanten Abweichungen auf. Eine mögliche Ursache stellt ein
bei der alten Fit-Methode falsch berechnetes νcalcz dar. So kann die Axialfrequenz nur noch
innerhalb der span (vgl. Tabelle 3.1) angepasst werden. Denn ein außerhalb dieser Grenzen
vorhergesagter Wert, würde einen”ValueError” hervorrufen. Dies erklärt womöglich die hö-
heren Abweichungen zur simulierten Frequenz, vor allem bei der modifizierten Simulation.
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Unverständlich bleibt hingegen, warum der Fehler der Axialfrequenz bei der fitdip-Methode
so gering ausfällt. Die Ergebnisse dieser Messung haben gezeigt, dass die korrekte Berechnung
des Startwertes der Axialfrequenz durch das leichte Glätten selbst mit tieferen Noisepeaks
bei der fitroutine-Methode, im Gegensatz zur alten Methode, gewährleistet ist.
Anhand der obigen Messung konnte man erkennen, dass bereits ohne die zusätzlichen Noise-
peaks eine hohe Anzahl an signifikanten Abweichungen auftritt. Daher wird zusätzlich über-
prüft, ob die Fehleinschätzung durch das fehlerbehaftete νcalcz auch bei normalen Spektren
auftritt. Dazu werden für über 500 Spektren die jeweiligen absoluten Abweichungen zwischen
der simulierten νz,sim, der gefitteten νz,fit und der berechneten Axialfrequenz νz,calc bestimmt.
Da außerdem oben angenommen wurde, dass sich die signifikante Abweichung bei der Axi-
alfrequenz mit der Wahl der span begründet, wurden die Grenzen für die axiale Frequenz
im fitdip-Algorithmus entfernt. Außerdem wird der Startparameter für A auf Ares gesetzt.
Dieser Fit-Algorithmus wird mit fitdip,gG bezeichnet. Um auch wirklich die Genauigkeit der
Dip-Detektion zu charakterisieren, wird jedes Spektrum bei welchem νz,fit um mehr als 5 Hz
von νz,sim abweicht nicht für die Bildung des Mittelwerts berücksichtigt. Stattdessen wird die
Häufigkeit dieser Abweichungen für jede Fit-Methode gezählt. Die Ergebnisse sind in Tabelle
4.4 eingetragen.
Die Messergebnisse zeigen, dass mit der fitroutine die Abweichung ∆νz,(sim,fit) von (0.358±
0.025) Hz auf (0, 019 ± 0.024) Hz reduziert wurde. Der modifizierte fitdip,gG-Algorithmus
zeigt, dass durch die Aufhebung der Grenze der Axialfrequenz zwei große Abweichungen auf-
treten (siehe letzte Zeile Tab. 4.4). Womöglich haben diese Spektren bei fitdip zu einem errfit
geführt. Da bei allen Methoden ∆νz,(sim,calc) < 5 Hz und ∆νz,(sim,fit) < ∆νz,(fit,calc) gilt,
ist davon auszugehen, dass der Startparameter der Axialfrequenz bei allen Fit-Methoden gut
vorhergesagt wird. Damit ist die Verbesserung von ∆νz,(sim,fit) auf (0.06± 0.026) Hz durch
die fitdip,gG-Methode dem besser gewählten Startwert von A zuzuschreiben. Bei der fitdip-
Methode besteht die Möglichkeit, dass bei der Parameteroptimierung der ls-Algorithmus in
ein lokales Minimum fällt und dabei die axiale Frequenz schlechter bestimmt als sie beim
Startwert vorhergesagt wurde. Dies scheint bei fitdip vermehrt aufzutreten, da im Gegensatz
zu den anderen Fit-Methoden ∆νz,(sim,calc)  ∆νz,(fit,calc). Trotz allem bleibt der vorherge-
sagte Fehler der Fit-Algorithmen in der selben Größenordnung.
Tab. 4.4: Untersuchung der Präzision der Dip-Detektion an 500 simulierten Spektren
Die Bezeichnung der Parameter entspricht der in Tab. 4.3.
Param. fitdip fitdip,gG∗ fitroutine
∆νz,(sim,fit) / Hz 0.358 0.06 0.019
δνz,fit / Hz 0.025 0.026 0.024
∆νz,(sim,calc) / Hz 0.14 0.14 0.09
∆νz,(fit,calc) / Hz 0.456 0.173 0.086
err 1 1 0
errfit 2 0 0
∆νz,(sim,fit) > 5Hz 0 2 0
∗: Der Index gG steht hierbei für die geänderten Grenzen
beim fitdip-Algorithmus (siehe Textbeschreibung).
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4.4 Bestimmung der optimalen Fitbreiten spanres und spandip
Nachdem nun die Fit-Methode fitroutine eingeführt wurde und die Tests gezeigt haben, dass
die untersuchten Schwachstellen der Fit-Methode fitdip behoben wurden, gilt es die fitroutine
zu optimieren. Dabei wird zunächst untersucht, welche Wahl der spanres und spandip am bes-
ten für den Resonator-Fit und den Dip-Fit geeignet ist. Dabei werden für jeden Fit-Parameter
Verhältnisse zwischen den simulierten und vorhergesagten Parametern gebildet. Anhand die-
ser Verhältnisse lässt sich bestimmen, welche Breite des zu berücksichtigenden Teilspektrums
für den jeweiligen Fit am besten geeignet ist. Die Standardabweichung der Verhältnisse wird
als Fehler verwendet. Zusätzlich wird für jede Größe der Teilspektren der lspp gemessen, wel-
cher die Güte des Fits angibt. Die Messergebnisse sowie deren Interpretation finden sich im
Anhang in Kapitel B wieder. Zusammenfassend hat sich heraus kristallisiert, dass ab einer
Breite von spanres ≈ 2000 Hz die Resonatorparameter um weniger als 3% von den simulier-
ten Parameteren abweicht. Mit diesen bestimmten Resonatorparametern als Startwerte für
den Dip-Fit konnten bereits alle Parameter bis auf off und th mit geringer Abweichung zu
den simulierten Daten bei kleinen Breiten der betrachteten Teilspektren detektiert werden.
Die beiden letzten Parameter konnten ab spandip ≈ 2000 gut bestimmt werden, sobald der
Untergrund in dem betrachteten Teilspektrum liegt. Eine Verbesserung der Axialfrequenz-
Detektion konnte jedoch nicht mit der Erhöhung der Breite des betrachteten Teilspektrums
erzielt werden (vgl. Abb. B.4). So betrug die mittlere Abweichung von∆νz,(sim,fit) = (19±26)
mHz bei einem spandip = 100 Hz und ∆νz,(sim,fit) = (19±24) mHz bei einem spandip = 2000
Hz bei der Analyse von 1000 Spektren.
4.5 Normierende Fit-Methode fitnormroutine
Es gibt mehrere Gründe, warum die Fit-Methode mit dem Gebrauch von kleineren Zahlen
genauer ausfallen sollte. Der schwerwiegendste Grund hängt mit der Darstellung von Gleit-
kommazahlen, engl. ”floats”, zusammen. Diese werden in der binären Standarddarstellung
durch
x = (−1)s ·m · 2e (4.8)
beschrieben, wobei insgesamt 31 Bits für die Matisse m und den Exponenten e zur Verfügung
stehen. Das Vorzeichen wird durch ein weiteres Bit bestimmt, indem s die Werte 0 oder
1 annimmt. Die Matisse m verwendet 23 Bits und es gilt 1 6 m < 2. Demnach bleiben
für den Exponenten acht Bits, was bedeutet, dass es 28 = 156 mögliche Zahlenwerte für
diesen gibt. Dabei werden 126 für die Darstellung negativer Werte von e verwendet. Aufgrund
dieser Definition von Gleitkommazahlen stehen im Intervall [0,1] deutlich mehr Zahlen zur
Verfügung als beispielsweise im Intervall [106, 107]. Dies legt nahe, dass Fit-Parameter in
diesem Bereich auf feinere Ziel-Werte optimiert werden könnten.
Um zu überprüfen, ob mit kleineren Zahlen die Genauigkeit zunimmt, wurden die zwei ver-
schiedenen Fit-Methoden fitnorm,specroutine und fit
norm,param
routine konzipiert. Die hierzu verwendete
Fit-Methode fitnorm,specroutine ist im Folgenden dargestellt.
Zunächst wird am ursprünglichen Messspektrum der Resonator-Fit der fitroutine vollzogen,
um die Resonatorparameter zu erhalten. Die Startwerte von νz und τ berechnen sich analog
zur fitroutine. Anschließend werden die Offsets der Frequenz offfreq und der Amplitude
offampl bestimmt. Danach werden die um den Offset korrigierten Messdaten normiert, wobei
die Skalierungsfaktoren sfreq und sampl gespeichert werden. Diese Parameter werden nun
dafür verwendet, die normierten Startwerte zu bestimmen. Beispielweise berechnen sich die
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Qn = Q · (1− offfreq
νres
) . (4.10)
Anschließend wird an dem normierten Spektrum derselbe Algorithmus des Dip-Fits der
fitroutine angewandt, wobei keinerlei Begrenzung der Parameter gewählt wird. Die hierbei
erhaltenen Parameter des Fits werden anschließend reskaliert. Dabei wird jedoch bei der
Reskalierung des Qualitätfaktors nicht νres des Resonator-Fits verwendet, sondern der res-
kalierte Wert des Dip-Fits.
Im Gegensatz zu fitnorm,specroutine wird bei der Fit-Methode fit
norm,param
routine nicht das Messspektrum,
sondern die einzelnen Parameter von Gl. (3.2) normiert. Dazu wird jeder Fitparameter mit
dem Startwert (vorhergesagt durch den Resonator-Fit) multipliziert, sodass die gefitteten
Parameter jeweils ≈ 1 ergeben. Der restliche Prozess verläuft wie bei der fitroutine.
Anhand von 500 simulierter Spektren wird die Leistungsfähigkeit der Dip-Detektion der ver-
schiedenen Fit-Methoden der fitroutine mit der alten Methode fitdip verglichen. Dabei wurde
neben der Detektion der mittleren Abweichung der detektierten Axialfrequenz zur simulierten
Axialfrequenz ∆νz,(sim,fit), deren mittlerer Fehler δνz,fit und den hervorgerufenen Fehlermel-
dungen mit den Daten ein reduzierter Chi-Quadrat-Test durchgeführt. Dabei berechnet sich









Dabei gilt für eine optimale Dip-Detektion, welche das System beschreibt :χred = 1 ± 0.03.
In Tabelle (4.5) befinden sich die Messergebnisse aller Methoden.
Anhand der Messwerte von Tabelle (4.5) zeigt sich, dass die Normierung keine verbesserten
Ergebnisse erzielt. Die Skalierung des Spektrums zeigt höhere Abweichungen auf, welche
sich vermutlich mit Rundungsfehlern bei der Skalierung erklären lassen. Hingegen weißt die
Normierung der Parameter in der Fit-Funktion die selben Ergebnisse wie die ursprüngliche
fitroutine auf. Anhand des χred = 1.03 ± 0.03 zeigt, dass die Fit-Methode die mit der Fit-
Funktion simulierten Daten perfekt die Axialfrequenz perfekt detektiert. Hingegen zeigt das
χred = 71.89±0.03 dass die engen Grenzen und das Glätten beim Resonatorfit nicht zu einem
optimalen Fit führen. Die falsche Detektion der Dips zeigt sich anhand von ∆νz,(sim,fit) =
0.321 ± 0.025 Hz und ist verantwortlich für das hohe χred. Anhand dieser Ergebnisse zeigt
sich, dass die Fit-Methoden für die Untersuchung von idealen Dip-Spektren eignet und ein
optimales Fit-Ergebnis liefert.
Tab. 4.5: Vergleich der Axialfrequenz-Detektion der normalen Fit-Methoden mit den nor-
mierenden Fit-Methoden an 500 simulierten Spektren





∆νz,(sim,fit) / Hz 0.321 0.018 0.040 0.018
δνz,fit / Hz 0.025 0.023 0.024 0.023
err 4 1 1 1




Das vorige Kapitel beschäftigte sich anhand verschiedener Methoden mit der Qualität des
Fits an simulierten Spektren. D.h. bis auf die simulierten Rauschverhältnisse und ein paar
Rauschmaxima sollten diese Spektren perfekt durch die Fit-Funktion beschreibbar sein. Eine
optimale Dip-Detektion wurde mit der fitroutine mit χred = (1.03± 0.03) erreicht. Allerdings
beschreibt die Theorie nicht exakt die experimentelle Realität. Beispielsweise wäre es möglich,
dass der Fit an den Dip durch eine real vorliegende Asymmetrie des Resonators beeinflusst
wird, da der Anteil der Messpunkte des Dips am gesamten Spektrum gering ist. Daher wird
aufgrund der Verringerung des ”least-square” der Dip womöglich nicht perfekt beschrieben.
Aufgrund dessen scheint es sinnvoll, den spandip auf die Breite des Dips einzuschränken. Im
folgenden Abschnitt wird zunächst die optimale Einschränkung des spandip für experimentelle
Daten untersucht. Anschließend wird mit diesen Ergebnissen die fitroutine angepasst und
mit dieser die Zyklotronfrequenz-Verhältnisse der Rhenium-Messung durchgeführt. Zuletzt
werden diese Verhältnisse mit den Zyklotronfrequenz-Verhältnissen der alten Fit-Methode
verglichen.
5.1 Untersuchung experimenteller Daten
Um zu überprüfen, ob noch weitere Korrekturen wie die frequenzabhängige lineare Steigung
th zu der idealen Fit-Funktion für die Dip-Detektion erforderlich sind, wird dies an 174 ex-
perimentellen Spektren der Rhenium-Rhenium Messung für jeweils beide Fallen untersucht.
Dabei entsprechen die Spektren jeweils einer Mittlung über 10 Spektren, sodass der Dip
durch das verbesserte Signal-Rauschverhältnis deutlich detektierbar sein sollte. Für die Un-
tersuchung wird zunächst die Axialfrequenz mit der fitroutine über den spandip = 2000 Hz
bestimmt, wobei keine Grenzen für die Fitparameter gesetzt werden. Anschließend wird ein
Dip-Fit mit Einschränkung der Resonatorparameter auf die im Resonator-Fit bestimmten 3σ-
Fehlerbereiche durchgeführt. Letzterer Fit wird für verschiedene spandip wiederholt. Dafür
wird als Zentrum des berücksichtigten Teilspektrums die vermutete Axialfrequenz (Startwert
der Axialfrequenz beim Fit) gewählt. Der zweitkleinste spandip entspricht der Breite des Dips
in der jeweiligen Falle. Die folgenden Breiten des Teilspektrums sind doppelt so breit wie die
vorige.
Die Axialfrequenzen, die mit festgesetzten Grenzen detektiert werden, sind für jede Breite
des Spektrums in einem Histogramm dargestellt (siehe im Anhang Abb. C.3 und C.4). An-
schließend wird für jede Breite spandip die mittlere detektierte Axialfrequenz über die 174
Spektren berechnet. Um zu untersuchen, ob die theoretische Fit-Formel den realen experimen-
tellen Verlauf des Spektrums beschreibt, wird für jede Breite die Differenz der detektierten
Axialfrequenz der beiden Fit-Methoden bestimmt. Wenn die ideale Fit-Formel des Resona-
tors und des Dips jeden Bereich des experimentellen Spektrums beschreiben, sollten keine
Abweichungen erkennbar sein. Ist dies nicht der Fall, so kann es bei der Betrachtung ver-
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schieden breiter Spektren jedoch zu Abweichungen kommen, sofern die Dip-Detektion von
dem restlichen Resonatorverlauf beeinflusst wird. Die berechneten Differenzen der Axialfre-
quenz sind für jede Breite des Spektrums (bei der zweiten Fit-Methode) in den Histogrammen
im Anhang (Abb. C.3 und C.4) dargestellt. Der Verlauf der über alle Spektren gemittelten
Differenzen bei Erhöhung der Breite spandip ist für beide Fallen in Abb. 5.1 und Abb. 5.2
gezeigt. Zusätzlich wurde in den selben Abbildungen die mittleren Fehler der detektierten
Axialfrequenz und der ls im Dip-Bereich der jeweiligen Falle abgebildet. Für den Dip-Fit
ohne Grenzen über den spandip = 2000 Hz ergab sich der mittlere ls über die Dip-Breite für
Falle 2 von 326.2 dBV2 und für Falle 3 von 1575.8 dBV2. Dabei fällt der ls der Falle 3 etwa
fünf mal so hoch aus, da die Breite des Dips in Falle 3 mit ca. 14 Hz etwa das fünffache der
Breite von Falle zwei mit ca. 2.4 Hz entspricht.
Die Ergebnisse des ersten Graphens in Abb. 5.1 und Abb. 5.2 zeigen, dass sich eine syste-
matische Verschiebung der gemittelten detektierten Axialfrequenz zwischen der Fit-Methode
ohne Grenzen und der Fit-Methode mit den festgesetzten Resonatorparametern einstellt. Für
beide Fallen wandert im Mittel die detektierte Axialfrequenz bei festgesetzten Resonatorpa-
rametern zu höheren Frequenzen bei der Verbreiterung des Teilspektrums. Weshalb in Falle
3 die zwei verschiedenen Methoden zunächst übereinstimmen und bei Verbreiterung des Teil-
spektrums differieren, lässt sich derzeit nicht erschließen. Da in Falle zwei die Abweichung bei
einer Teilspekrumbreite von 2000 Hz verschwindet, lässt sich grundsätzlich ausschließen, dass
die zwei Methoden nicht miteinander vergleichbar sind. Weshalb es zu dieser Verschiebung
dann in Falle 3 kommt, filt es näher zu untersuchen. Dennoch zeigen die Graphen beider




























Abb. 5.1: Mittlere Abweichung der in Falle 2 detektierten Axialfrequenz als Funktion der
Spektrenbreite spandip bei 174 exp. Spektren
Der erste Graph zeigt die gemittelte Abweichung der detektierten Axialfrequen-
zen mit deren Standardabweichung als Fehlerbalken. Darunter ist der gemittelte
Fehler mit Standardabweichung der Fit-Methode mit festgesetzten Resonatorpa-
rameter dargestellt. Der untere Graph zeigt den gemessenen ls im Bereich der
Dip-Breite.





























Abb. 5.2: Mittlere Abweichung der in Falle 3 detektierten Axialfrequenz als Funktion der
Spektrenbreite spandip bei 174 exp. Spektren
Der erste Graph zeigt die gemittelte Abweichung der detektierten Axialfrequen-
zen mit deren Standardabweichung als Fehlerbalken. Darunter ist der gemittelte
Fehler mit Standardabweichung der Fit-Methode mit festgesetzten Resonatorpa-
rameter dargestellt. Der untere Graph zeigt den gemessenen ls im Bereich der
Dip-Breite, welcher aufgrund der fünffachen Breite des Dips bzgl. Falle 2 etwa
das fünffache der Abb. 5.1 beträgt.
Die genaue Ursache hierfür ist nicht eindeutig zuzuordnen. Eine statistische Verschiebung ist
eindeutig auszuschließen, da im Mittel über alle 174 Spektren die Differenz der Axialfrequen-
zen zwischen den beiden Methoden einseitig abweicht.
Eine mögliche Ursache der einseitigen Verschiebung könnte beispielsweise ein asymmetri-
scher Resonatorverlauf sein und aufgrund dessen den detektierten Dip für höhere Breiten
des Teilspektrums einseitig verschieben. Andererseits stellt auch eine Abweichung des expe-
rimentellen Dip-Verlaufs zur idealen Fit-Funktion eine Möglichkeit dar. Zum einen kann die
Dip-Funktion fehlerhaft sein, da in der Fit-Funktion nur die realen Impedanzen zur Her-
leitung verwendet wurden. Da jedoch die Axialfrequenz nicht perfekt der Resonanzfrequenz
entspricht und damit imaginäre Impedanzen zu tragen kommen, wäre dies eine mögliche Ur-
sache, was mit dem Begriff ”Coil-Pulling”-Effekt bezeichnet wird. Zusätzlich stellt sich auch
die Frage, ob der Dip mit Breiten des Teilspektrums in der Ordnung der Dip-Breite ver-
nünftig gefittet werden kann. Durch das Einschränken des Teilspektrums auf die Breite des
Dips gehen nicht nur viele Datenpunkte verloren, welche eine höhere Sicherheit garantieren
würden. Vielmehr kann der Dip-Fit nicht genau die Resonatorparameter bestimmen, da der
Verlauf des Resonators nicht im betrachteten Teilspektrum enthalten ist, sodass ein Großteil
der zu beschreibenden Theorie verloren geht. Aufgrund der kleinen Teilspektren fallen damit
alle Parameter mit einer hohen Unsicherheit aus. Dies zeigt sich auch anhand der Fehler der
detektierten Axialfrequenz über die verschiedenen Teilspektren in den zweiten Graphen der
selben Abbildungen. Erst mit dem Berücksichtigen der Flanken des Resonators (vgl. Abb.
C.1 und Abb. C.2 des Anhangs) sinkt der Fehler und lässt sich anschließend durch weitere
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Verbreiterung des benutzten Teilspektrums nicht weiter reduzieren. Für Falle 2 geschieht dies
bei dem spandip ≈ 15 Hz, bei welchem die Unsicherheit ≈ 20 mHz beträgt. Falle 3 benötigt
aufgrund des breiteren Dips hingegen einen spandip ≈ 80 Hz, um den anschließend für größere
Breiten kaum reduzierenden Fehler von ≈ 30 mHz zu erhalten. Anhand des über den Dip-
Bereich der jeweiligen Falle gemessenen ls zeigt sich, dass mit der Erhöhung des spandip keine
signifikante schlechtere Beschreibung des Dips einhergeht. Dies könnte als Indiz interpretiert
werden, dass die Symmetrie des Resonators die detektierte Axialfrequenz beeinflusst. Dies
gilt es aber in einer weiteren Messung zu untersuchen.
Die hier vorgestellte Untersuchung hat gezeigt, dass es weitere Faktoren zu geben scheint, wel-
che die Detektion der Axialfrequenz mit dem Dip-Fit verbessern könnten. Womöglich lassen
sich durch weitere Untersuchungen Relationen entdecken, mit welcher die ideale Fit-Funktion
an den experimentellen Verlauf angepasst werden kann. Vorschläge solcher Untersuchungen
finden sich im Ausblick. Da mit dem Dip-Fit die genaue Position der Axialfrequenz bestimmt
werden soll, sollten zwingend eventuelle Einflüsse des Resonatorverlaufs vermieden werden.
Daher wird für die folgenden Analysen ein kleiner spandip verwendet und die Resonatorpa-
rameter des Dip-Fits auf die Ergebnisse des Resonator-Fits eingeschränkt. Um jedoch hohe
Unsicherheiten zu vermeiden, gilt es einen Kompromiss bei der Wahl der Teilspektrumbreite
einzugehen. Die Breite darf nicht zu groß gewählt werden, um Einflüsse des Resonatorbe-
reichs zu vermeiden, aber auch nicht zu klein, um den Unsicherheiten des Fits zu entgehen.
Anhand der Graphen in Abb. 5.1 und Abb. 5.2 und den dargestellten Ergebnissen wird daher
für Falle 2 der dipspan = 20 Hz und für Falle 3 der dipspan = 100 Hz gewählt.
5.2 Vergleich der Zyklotronfrequenz-Verhältnisse
Zuletzt soll die neue Fit-Methode fitroutine mit festgesetzten Resonatorparametern bei der
Analyse von Messdaten von Rhenium-Ionen verwendet werden. Beim Vergleich mit den Ana-
lyseergebnissen der alten Fit-Methode soll geprüft werden, ob die bisher eingebrachten Ver-
besserungen eine Auswirkung auf das letztendlich gemessene Zyklotronfrequenz-Verhältnis
haben. Dabei wird also speziell überprüft, ob die modifizierte Berechnung der Startparameter
und die optimierte Vorhersage der Resonatorparameter zu einer verbesserten Dip-Detektion
führt und damit einhergehend einer genaueren Bestimmung der axialen Schwingungsfrequenz.
Als experimentelle Test-Daten werden Messdaten von Einheitstests mit 187Re29+-Ionen ver-
wendet. Bei PENTATRAPs Analyse aller Messdaten des Einheitstests mit 187Re29+-Ionen
wurde ein zufällig auftretendes von 1 signifikant abweichendes Frequenzverhältnis festge-
stellt. Nach weiteren Tests und theoretischen Berechnungen konnte dies auf einen langlebigen
angeregten elektronischen Zustand zurückgeführt werden, der bei der Erzeugung der hoch-
geladenen Ionen in einer EBIT entstehen kann. Dabei liegen die in der EBIT erzeugten
Rhenium-Ionen zu einem gewissen Verhältnis in einem angeregten Zustand vor. Da die Le-
bensdauer dieses metastabilen Zustandes mit mehreren hundert Tagen abgeschätzt wurde,
konnten er in der Falle beobachtet werden. Hierbei ist es reiner Zufall, in welcher Reihen-
folge und Verhältnis die verschiedenen Zustände der Rhenium-Ionen in die Fallen eingeleitet
werden.
Im Folgendem wurde ein Datensatz eines solchen metastabilen Zustandes von Rhenium aus-
gewertet. Bei dieser Analyse werden zunächst die Axialfrequenzen aus jeweils 10 gemittelten
Spektren bestimmt. Die bestimmten Axialfrequenzen der neuen und alten Fit-Methode so-
wie deren Differenzen sind in Abb. 5.3 dargestellt. Über die 24 Datenpunkte zeigt sich eine
mittlere Verschiebung von 5 mHz. Die bestimmten Unsicherheiten der Axialfrequenzen fallen
in der selben Größenordnung aus und betragen bei beiden Fit-Methoden im Mittel 11 mHz.
















































Abb. 5.3: Abweichung der in Falle 2 detektierten Axialfrequenz der alten und neuen Fit-
Methode
Im Mittel lässt sich eine Verschiebung der Axialfrequenz um 5 mHz bestimmen.
Die reduzierte Zyklotronfrequenz wird in beiden Fällen über die phasensensitive PnP-Methode
(siehe Kap. 3.7.3) bestimmt, welche keine Spektren-Fits beinhaltet. Mit der zusätzlich gemes-
senen Magnetronfrequenz können die Zyklotronfrequenzen berechnet werden, deren zeitlicher
Verlauf für die alte Fit-Methode in Abb. 5.4 und für die neue Fit-Methode in Abb. 5.5 dar-
gestellt ist. Für die verschiedene freien Zyklotronfrequenzen beider Methoden wurden also
dieselben reduzierten Zyklotron- und Magnetronfrequenzen verwendet. Diese bestimmten
Zyklotronfrequenzen werden in verschiedene Gruppen aufgeteilt, in diesem Fall drei. An-
schließend wurde mit der Polynom-Methode (siehe Abschnitt. 3.8.1) die Verhältnisse der
Zyklotronfrequenzen verschiedener Datengruppen bestimmt. Die Zyklotronverhältnisse sowie
das Chi-Quadrat des Polynomfits sind in Tab. 5.1 für beide Fit-Methoden aufgelistet.
Es zeigt sich, dass sich die Zyklotronverhältnisse marginal in der Größenordnung von 10−11
unterscheiden. Das χ2red des Polynom-Fits fällt klein aus und zeigt, dass die Fehler der Zy-
klotronfrequenzen generell zu groß abgeschätzt sind. Auffallend ist, dass das χ2red bei den
Zyklotronfrequenzen der neuen Fit-Methode stets kleiner als bei den der alten Fit-Methode
ausfällt. Da keine Reduzierung des Fehlers der Zyklotronfrequenz mit der neuen Axialfit-
Methode erzielt wurde, scheint die Streuung der Zyklotronfrequenzen bezüglich des gefitte-
ten Polynoms kleiner auszufallen. Diese Streuung der Axialfrequenz sowie die systematische
Verschiebung gilt es jedoch mit weiteren Datensätze zu untersuchen.
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Tab. 5.1: Bestimmung der Zyklotronfrequenz-Verhältnisse R für Messdaten der 187Re29+-
Ionen beider Fit-Methoden
fitdip fitroutine
Gruppe. R− 1 χ2red R− 1 χ2red
1 (1.12± 0.04) · 10−9 0.23 (1.13± 0.04) · 10−9 0.20
2 (1.20± 0.05) · 10−9 0.6 (1.21± 0.05) · 10−9 0.5
3 (1.16± 0.04) · 10−9 1.2 (1.12± 0.04) · 10−9 0.9















Abb. 5.4: Mit dem Invarianztheorem bestimmte freie Zyklotronfrequenzen der alten Fit-
Methode
Für den Polynom-Fit wurden jeweils vier aufeinander folgende Messwerte beider
Positionen zu einer Gruppe zusammengefasst.















Abb. 5.5: Mit dem Invarianztheorem bestimmte freie Zyklotronfrequenzen der neuen Fit-
Methode
Für den Polynom-Fit wurden jeweils vier aufeinander folgende Messwerte beider
Positionen zu einer Gruppe zusammengefasst. Optisch lässt sich keine Abweichung
zu Abb. 5.4 erkennen.
Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick
Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Bestimmung der axialen Schwingungsfrequenz eines
geladenen Ions mittels der Dip-Detektion in PENTATRAP näher untersucht. Die bisher
verwendete Fit-Methode fitdip neigte vermehrt zur Identifikation von nach unten gerich-
teten Rauschpeaks als Dip. Dies führte dazu, dass der detektierte Dip einige Hz neben dem
tatsächlichen Dip vermutet wurde, wenn es ein ausgeprägtes Minimum im Rauschen gab.
Diese Fehleinschätzung konnte bisher teilweise durch manuelle Anpassung von Parametern
im Analyseskript korrigiert werden. Bei der optischen Betrachtung des Fits konnte festge-
stellt werden, dass in einigen Fällen die gefittete Funktion nicht dem Verlauf des gemessenen
Spektrums folgte. So wurden beispielsweise die Maxima des Spektrums unterschätzt.
Um eine automatisierte Bestimmung der Axialfrequenz zu gewährleisten, galt es einen robus-
teren Fit des Resonator-Spektrums und des Dips zu ermöglichen. Zunächst wurde anhand
von simulierten Daten die Fit-Methode untersucht und die verbesserte Methode fitroutine
entworfen. Durch den Verzicht auf das Glätten des Spektrums und dem Herausschneiden des
Dips konnte die Detektion der Resonatorparameter optimiert werden. Dies wurde anhand
eines experimentellen Spektrums ohne Dip überprüft. An diesem zeigte sich, dass die vor-
hergesagten Resonatorparameter der fitdip-Methode signifikant von einem Referenzfit ohne
jegliche Bearbeitung des Spektrums abwichen. So betrug beispielsweise die Abweichung der
Fitparameter der Amplitude A und des Gütefaktors Q mehr als 10 σ vom Referenzpara-
meter. Hingegen lagen die mit der fitroutine-Methode bestimmten Resonatorparameter im 1
σ-Bereich bezüglich der Referenzparameter. Durch das Verwenden der besser vorhergesag-
ten Resonatorparameter als Startwerte für den Dip-Fit, sowie dem Verzicht der Eingrenzung
der Fit-Parameter, konnte der lspp über die Fit-Breite von 2000 Hz von 3.14 (dBV)2 auf
2.31 (dBV)2 reduziert werden. Dies war der Beleg für den bereits optisch erkennbar besseren
Fit durch die neue Analysemethode.
Anhand von modifizierten Simulationsdaten, welche in der Umgebung des Dips zusätzlich
starke nach unten gerichtete Rauschpeaks enthielten, wurde die Präzision der Dip-Detektion
untersucht. Durch leichtes Glätten des Spektrums konnte die Höhe der Rauschpeaks reduziert
werden, wohin gegen die Dip-Tiefe aufgrund der deutlich größeren ausgeprägten Breite kaum
abnimmt. Über die Bestimmung des Minimums des Residuums der geglätteten Daten bezüg-
lich eines Resonatorfits konnte der Startwert der Axialfrequenz sicherer bestimmt werden.
Dies zeigte sich bei der Abnahme der mittleren Abweichung der detektierten Axialfrequenz
zur simulierten Axialfrequenz von (2.676±0.020) Hz zu (0.016±0.020) Hz bei 500 modifizier-
ten simulierten Spektren. Bei der Analyse 500 simulierter Daten ohne zusätzliche Rauschpeaks
betrug die mittlere Abweichung der Axialfrequenz mit der bisher eingesetzten fitdip-Methode
∆νz = (0.358± 0.025) Hz. Durch die zuvor besser bestimmten Startwerte der Fit-Parameter
betrug die mittlere Abweichung der neuen fitroutine-Methode ∆νz = (0.019 ± 0.024) Hz.
Mit der neuen Fit-Routine konnte zudem die Berechnungszeit des Fits, sowie die Anzahl der
Fehlermeldungen reduziert werden.
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Anschließend wurde untersucht, über welchen optimalen Bereich um den Dip herum der
Fit ausgeführt werden sollte. Dabei wurde die Abweichung der Fitparameter bezüglich der
simulierten Parameter betrachtet. Wie zu erwarten betrug die Breite für den Resonator-Fit ≈
2000 Hz, da bei dieser Breite der komplette Resonatorbereich sowie ein Teil des Untergrundes
enthalten ist. Durch die gute Bestimmung der Resonatorparameter durch den Resonator-Fit
über die Fitbreite von 2000 Hz konnten die Fitparameter zur Beschreibung des Resonators
bereits bei kleinen Fit-Breiten beim Dip-Fit bestimmt werden. Lediglich die Parameter zur
Beschreibung des Offsets off und der frequenzabhängigen linearen Steigung des Untergrunds
(experimentelle Beobachtung aufgrund der frequenzabhängigen Transmission der Verstärker)
th benötigen zur genauen Bestimmung ein breiteres Teilspektrum beim Fitten. Zudem fiel
die Änderung der Abweichung der detektierten Axialfrequenz zur simulierten Axialfrequenz
∆νz,(sim,fit) = (19 ± 26) mHz bei spandip = 100 Hz zu ∆νz,(sim,fit) = (19 ± 24) mHz bei
spandip = 2000 Hz marginal aus.
Danach wurde untersucht, ob die Normierung der Fitparameter in der Fit-Funktion oder das
Skalieren des Messspektrums zu einer weiteren Optimierung des Dip-Fits führt. Dies wurde
anhand eines reduzierten Chi-Quadrat-Tests der Abweichung der Axialfrequenz ∆νz,(sim,fit)
mit 500 Spektren untersucht. Die Ergebnisse zeigten, dass die Normierung der Fit-Parameter
dieselbe Präzision der Axialfrequenz aufweist, wie die der normalen fitroutine-Methode. Mit
der neuen Fit-Methode fitroutine wurde ein χred = (1.03 ± 0.03) sowohl mit normieren der
Parameter, als auch ohne erzielt. Bei der Skalierung des Spektrums erhöhte sich die mittlere
Abweichung der Axialfrequenz von ∆νz,(sim,fit) = (18±23) mHz auf ∆νz,(sim,fit) = (40±23)
mHz, was zu einem erhöhten χred = 1.91 ± 0.03 führte. Für dieselben Daten betrug die
mittlere Abweichung der detektierten Axialfrequenzen der alten Fit-Methode ∆νz,(sim,fit) =
(321 ± 25) mHz, was in einem χred = (71.89 ± 0.03) resultierte. Dies zeigt, dass die Fehler
der Axialfrequenzbestimmung deutlich unterschätzt wurden. Dies zeigt, dass der Fit-Prozess
optimal verläuft und nicht durch Normierung der Parameter oder Skalierung des Spektrums
verbessert werden kann. Das heißt, dass die Fit-Methode den Dip aus einem idealen Verlauf
eines simulierten Spektrums mit Rauschen und einzelnen Rauschpeaks gut detektiert.
Die experimentellen Daten können aufgrund verschiedenster Ursachen vom theoretischen Ver-
lauf abweichen, was Auswirkung auf die Dipdetektion haben könnte. Um dies zu untersuchen,
wurde zunächst über die Breite von 2000 Hz die Axialfrequenz von 344 Spektren bestimmt.
Anschließend wurde für verschiedene Breiten des berücksichtigten Teilspektrums der Dip de-
tektiert. Hierfür wurden jedoch die Resonatorparameter auf die durch den Resonator-Fit be-
stimmten Werte in deren Fehlerbereich eingegrenzt. Für die verschiedenen Breiten wurde die
Differenz dieser beiden Axialfrequenzen bestimmt. Das Ergebnis dieser Untersuchung zeigte
eine einseitige Verschiebung der detektierten Axialfrequenz bei Erhöhung der Breite des Teil-
spektrums. Das bedeutet, dass in dieser Dip-Detektion ein systematischer Fehler eingeht. Die
genaue Ursache konnte jedoch nicht bestimmt werden. Zum einen könnte diese Verschiebung
der Axialfrequenz durch den ”Coil-Pulling”-Effekt erzeugt werden, da für die Herleitung der
Fit-Funktion keine imaginären Impedanzen berücksichtigt wurden. Diese kommen jedoch zu
tragen, wenn die Frequenz des Dips nicht genau der Resonatorfrequenz entspricht. Anderer-
seits kann ein asymmetrisch ausgeprägter Resonator auch für diesen Effekt verantwortlich
sein. Mit einem schwindenden Anteil des Dips am Resonator (beim Erhöhen der Fitbreite)
kann die Axialfrequenz einseitig verschoben werden, um den gesamten ”least-square” des
Fits zu reduzieren. Dieser Fall könnte eintreten, da mit dem Dip-Fit versucht wird die sym-
metrische Fit-Funktion an einen asymmetrischen Verlauf zu fitten. Der über die Dip-Breite
detektierte ls weist eine leichte (aber keine signifikante) Erhöhung bei der Verbreiterung des
spandip auf. Dies könnte ein leichter Indiz für letztere Ursache sein.
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Die genaue Ursache dieser Beobachtung gilt es mit weiteren Messungen zu untersuchen. So
könnte zum einen die Position des Dips im Resonatorspektrum variiert werden, um den ”Coil-
Pulling”-Effekt näher zu untersuchen. Zum anderen können Resonatorspektren aufgenommen
werden, an welche modifizierte Resonatorfunktionen gefittet werden, um die Asymmetrie zu
untersuchen. Auch lässt sich eine Abweichung des realen Resonators von der Fit-Funktion
durch eine Asymmetrie untersuchen, indem der Dip aus dem Spektrum herausgeschnitten und
über verschiedene Breiten des Spektrums die Resonatorfrequenz durch den Resonator-Fit be-
stimmt wird. Eine weitere Möglichkeit stellt die Simulation des analogen Spiegelstromsignals
dar, in welches die Potentialschwankungen, sowie weitere Umgebungseinflüsse mit einbezogen
werden können.
Für folgende Analysen wird daher ein Kompromiss zwischen der systematischen Verschiebung
und der Unsicherheit der Axialfrequenz eingegangen, indem der spandip für Falle 2 auf 20 Hz
und für Falle 3 auf 100 Hz festgelegt wird.
Zuletzt ist die neue Fit-Methode fitroutine mit festgesetzten Resonatorparametern bei der
Analyse von Messdaten von 187Re29+-Ionen verwendet worden. Hierbei zeigte sich beim Ver-
gleich der bestimmten Axialfrequenzen eine mittlere Verschiebung von 5 mHz. Die Abwei-
chung der Zyklotronverhältnisse fällt hingegen marginal in der Größenordnung von 10−11 aus.
Dennoch sollten noch weitere Vergleiche der Fit-Methoden über mehr Daten durchgeführt
werden, um die systematische Verschiebung näher zu untersuchen.
Als nächstes gilt es zu untersuchen, ob es aufgrund der besseren Vorhersage der Startpa-
rameter für den Dip-Fit möglich ist, die Axialfrequenz von nicht gemittelten Spektren zu
bestimmen. Mit dem Einfluss von mehr Messungen in der gesamten Analyse könnte so wo-
möglich der statistische Fehler des Zyklotronfrequenz-Verhältnisses reduziert werden.
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Anhang A
Simulation der Frequenzspektren
Bei den Messungen von PENTATRAP werden die aufgenommen Frequenzspektren zu einer
gewissen Anzahl gemittelt. Dies verringert das Signal-Rausch-Verhältnis. In diesem Kapi-
tel wird dargestellt, wie die durch das Mitteln entstehende Spektren simuliert werden. Das
offizielle Simulationsskript befindet sich im Anhang.
A.1 Erzeugen eines idealen Frequenzspektrums
Die Erstellung eines Frequenzspektrums erfolgt hauptsächlich zufällig und beruht auf dem
”python” Paket random. Die folgenden Annahmen wurden anhand der Betrachtung experi-
mentellen aufgenommenen Spektren gemacht. Zunächst wurde die Frequenzauflösung höher
als bei den beobachteten Spektren auf 0.025 Hz festgelegt. Da die detektierten Frequenzbe-
reiche durch die Einstellung der Soundkarte (Falle 2: 737− 742 kHz, Falle 3: 502− 507kHz)
festgelegt sind, kann man durch Einsetzten dieser und der Fit-Parameter die zugehörigen
idealen Amplituden aideal mit Fdip(vgl. Gl.(3.2)) erhalten.
Für jeden Fitparameter wurde für jede Falle ein Intervall anhand der detektierten experimen-
tellen Spektren festgelegt. In der folgenden Tabelle A.1 sind die Intervalle der Fitparameter
aufgelistet. Aus diesen Intervall wird anhand der Normalverteilung zufällig eine Zahl gewählt.
Tab. A.1: Parameterintervalle der Simulation
Simulation
Param. Falle 2 Falle 3
A / dBV [150 ; 600] [1000 ; 3000]
Q [3000 ; 6000] [8000 ; 15000]
off / dBV [1 ; 120] [1;120]
th / dBVHz [5 · 10−4 ; 8 · 10−5] [5 · 10−4 ; 8 · 10−5]
νres / Hz 739953 504741
νz / Hz [νres − 20 ; νres + 20] [νres − 20 ; νres + 20]
τ / Hz−1 [0.05 ; 1] [0.05 ; 0.8]
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A.2 Ermitteln des Rauschverhältnisses
Wie bereits erwähnt wird das Amplitudensignal nach dem Frequenzmixer durch die Sound-
karte von einem analogen Signal in ein digitales gewandelt. Dabei misst der Analog-Digital-
Wandler immer die Differenz des anliegenden Signals bezüglich der Erdung. Diese kann aber
aufgrund des thermischen Rauschens schwanken. Dieses thermische Rauschen überträgt sich
damit auf das digitalisierte Signal. Um das Rauschverhältnis zu ermitteln wurden verschie-
dene Messreihen (hier beispielsweise 187Re29+) herangezogen. An die Spektren jeder Falle
wurde ein Dipfit vollzogen. Anschließend wurde das Residuum gebildet und dessen Mittelwert
und Varianz bestimmt. Es ergaben sich folgende Werte:
• Falle 2: σ2Residuum = 2.7417 dBV ,µResiduum = 0.0319 dBV
• Falle 3: σ2Residuum = 2.3679 dBV ,µResiduum = −0.0209 dBV .
In der selben Größenordnung befinden sich auch die Varianzen des Residuums bei einem
Resonatorfit an experimentelle Spektren ohne Dip (vgl. Tab. 4.1) Mit der Annahme, dass
das Rauschen normalverteilt ist, wird auf jede errechnete Amplitude des bisher simulierten
idealen Spektrums nun das für die jeweilige Falle spezifische Rauschen addiert:
arausch = aideal +N (µResiduum, σ2Residuum) . (A.1)
A.3 Noisepeaks
In den experimentellen Spektren sind häufig starke Noisepeaks abseits des Dips zu erkennen.
Um diese zu simulieren wird zunächst zufällig die Anzahl der Noisepeaks im Intervall [3,10]
gewählt. Anschließend wird für jeden Noisepeak die Position im Frequenzspektrum (Daten-
punkt i ∈ [0, 5000]) und die Breite zufällig gewählt, wobei die maximale Breite auf 0.3 Hz
durch experimentelle Befunde festgesetzt wurde. Die Höhe des Noisepeaks berechnet sich
dabei wie folgt:
hmax = max(arausch)−min(arausch , (A.2)
anoise = (−1)z · N (µ = hmax/2, σ2 = hmax/6) . (A.3)
Dabei entspricht z einer zufällig gewählten ganzen Zahl um auch nach unten gerichtete Noise-
peaks zu erzeugen. Die zufällig gewählte Breite entspricht einer Anzahl an Datenpunkten dp.
Mit den Datenpunkten j ∈ [−dp/2, dp/2] ergeben sich somit die Datenpunkte des Noisepeaks
mit k = i+j. Die Höhe der Amplitude der Noisepeaks errechnet sich dann am Datenpunkten
k mit
asimk = arauschk +
anoise
|j|+ 1 . (A.4)
Zur Überprüfung wird versucht, ein ähnliches Spektrum zu einer Messreihe zu simulieren.
Dazu wurde an das experimentelle Spektrum die Dip-Funktion gefittet. (siehe Abb. A.1)
Anschließend wurde mit den Fitparameter das ideale Frequenzspektrum simuliert, welches
offensichtlich mit dem Dip-Fit übereinstimmen muss. Anschließend wurde das für die verwen-
dete Falle spezifische Rauschen, so wie die zufällig generierten Noisepeaks addiert. Optisch

























exp. Residuum mit µ = 0.0319 , σ = 1.65560
sim. Residuum mit µ = −0.0062 , σ = 1.65650
Abb. A.1: Simulation der Frequenzspektren
Die Simulationsdaten werden mit der Fitformel Fdip und den Parameteren aus
Tablelle A.1 erstellt. Für diese Abbildung wurden hingegen genau die Parameter
des Fits verwendet, um die zwei Spektren vergleichen zu können. Zunächst wurde
an die experimentellen Daten die Dip-Funktion gefittet. Mithilfe der Varianz des
Residuums (zwischen exp. Daten und Fit) konnte das Rauschen simulierte werden





Fitbreiten spanres und spandip
B.1 Frequenzbreite des Resonator-Fits spanres
Anhand von 1000 simulierten Spektren soll die optimale Breite des Teilspektrums für den
Resonator-Fit bestimmt werden. Von den im Resonator verwendeten Messpunkten (d.h. oh-
ne Dip-Bereich und detektierte Noisepeaks) wird der lsverwpp berechnet. Während der Messung
werden erneut die Fehlermeldungen err und errfit gezählt. Die Ergebnisse sind in Abb. B.1
dargestellt. Wird nur ein kleines Teilspektrum verwendet, kommt es vermehrt zu nicht kon-
vergierenden Fits, sodass nach 2000 Iterationen die optimalen Parameter nicht gefunden
wurden, was zu einer Berechnungszeitfehlermeldung führt. So sind bei einer Teilspektren-
breite von 100 Hz mehr als 200 Fehlermeldungen und mehr als 400 Fit-Fehler aufgetreten.
Die hohen Parameterverhältnisse bei kleinen Teilspektren ist ebenfalls auffällig. Dies zeigt,
dass die Verwendung eines kleinen Teilspektrums nicht für den Resonator-Fit geeignet ist, da
die Parameter in diesem Fall einen größeren Spielraum haben und daher so gewählt werden,
dass lspp minimiert wird, was aber nicht zwangsläufig den richtigen Resonatorverlauf wi-
derspiegelt. Dies ändert sich, sobald ein Großteil des Resonatorverlaufs im berücksichtigtem
Teilspektrum enthalten ist, wie beispielsweise bei spanres = 500 Hz. Hier stimmen die simu-
lierten und vorhergesagten Resonatorparameter mit einer relativen Abweichung von weniger
als 3% gut überein. Hingegen beläuft sich die Abweichung der Parameter th und off auf
8% und 4%, da diese vor allem in den Randbereichen des Resonatorspektrums dominierend
beitragen. Ab spanres = 750 Hz treten keine Fehlermeldungen auf. Bis spanres ≈ 2000 Hz ver-
bessert sich der Fehler aller Parameter mit steigender Breite des verwendeten Teilspektrums,
danach ist diese Verbesserung kaum mehr zu beobachten. Die Notwendigkeit eines breiten
Teilspektrums lässt sich auch bei der Betrachtung der lspp bestätigen. Der Wert und Fehler
von lspp verkleinert sich kontinuierlich mit Vergrößerung des verwendeten Teilspektrums, da
bei größerem Teilspektrum der Anteil der Dip-Abweichung im Vergleich zu der Größe des
Teilspektrums kleiner wird. Da lsverwpp nur die für den Fit verwendeten Daten berücksich-
tigt, wird dieser zur Quantifizierung der Güte des Fits herangezogen. Dieser nimmt mit der
Verbreiterung des Teilspektrums kontinuierlich ab. Ab einer Breite von spanres ≈ 1500 Hz
liegen die Fehler von lsverwpp im Rauschbereich der Simulation und es lässt sich keine weitere
Verbesserung beobachten. Die größere Datenmenge, welche bei einem breiteren Teilspektrum
verwendet wird, erklärt die Reduzierung der Varianz aller beobachteten Parameter.
Aufgrund dieser Resultate wird spanres = 2000 Hz gewählt. Bei dieser Größe des Teilspek-
trums ist der komplette Resonatorverlauf beinhaltet und alle Parameter werden mit einer
Abweichung von weniger als 1% mit Ausnahme von A (weicht um 3% ab) vorhergesagt. Die
gute Vorhersage der Startwerte für den Dip-Fit bei dieser Größe des Teilspektrums wird auch
durch den lsverwpp bestätigt.
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Abb. B.1: Bestimmung der optimalen Größe des zu fittenden Teilspektrums spanres
Die dargestellten Punkte des oberen Graphen entsprechen dem Mittel der Pa-
rameterverhältnisse (gefitteter über simulierter Parameter) über 1000 Spektren
(sofern keine Fehlermeldungen aufgetreten sind). Die Fehlerbalken entsprechen
der Standardabweichung des jeweils aufgetragenen Parameters. Darunter sind die
Anzahl der Fehlermeldungen bei der Analyse der 1000 Spektren aufgetragen. Im
unteren Graphen ist die über den gewählten Frequenzbereich berechnete mittlere
quadratische Abweichung lspp dargestellt. Ist der Resonatorverlauf im betrach-
teten Teilspektrum enthalten, so werden die Parameter zuverlässig vorhergesagt
und der lsverwpp liegt im Bereich der Rauschvarianz.
B.2 Frequenzbreite des Dip-Fits spandip
Analog zur Bestimmung des optimalen Werts für spanres wird die Vermessung des spandip
durchgeführt. Mit der Analyse von 250 Spektren ergaben sich die in Abb. B.2 dargestellten
Ergebnisse. Wenn das komplette Resonatorspektrum im spandip ≈ 1000 Hz liegt, werden
alle Parameter mit hoher Genauigkeit vorhergesagt, analog zu spanres. Bei spandip = 50
Hz treten fünf Fit-Fehler auf, welche auf eine zu geringe Datenmenge zurückgeführt werden
können. Bei den folgenden Verbreiterungen des Teilspektrums treten keine Fehler auf. Die
Fits mit spandip < 150 Hz weisen im Mittel mit lspp = (2.51± 0.21) die selbe ”least-square”
Abweichung wie bei spandip > 1750 Hz mit lspp = (2.52± 0.19) auf. Jedoch ist zu erwarten,





























































Abb. B.2: Bestimmung der optimalen Größe des zu fittenden Teilspektrums spandip
Die dargestellten Punkte im oberen Graphen entsprechen dem Mittel der Ver-
hältnisse von gefitteten und simulierten Parametern über 250 Spektren. Die Feh-
lerbalken entsprechen der Standardabweichung des jeweils aufgetragenen Para-
meters. Bei diesen Messungen sind bis auf 5 errfit bei spandip = 50 Hz keine
Fehlermeldungen aufgetreten. Der untere Graph zeigt die mittlere quadratische
Abweichung der Fit-Funktion zu den simulierten Datenpunkten.
dass Parameter wie A, Q und off für kleine Ausschnitte gut angepasst werden, jedoch dem
eigentlichen Verlauf des gesamten Spektrums nicht beschreiben. Dies verringert den lspp über
die kleinen Teilspektren, erhöht jedoch auch die Abweichung zum simulierten Parameter. Dies
zeigt sich beispielsweise an den Varianzen der Amplituden- und Gütefaktor-Verhältnisse,
welche mit zunehmenden spandip abnehmen. Die generell niedrig ausfallenden Werte von
lspp, sowie die im Vergleich zur spanres-Analyse gering ausfallenden Verhältnisse, lassen sich
mit den verlässlich vorhergesagten Startwerten erklären, welche nach der Optimierung von
spanres erreicht wurden. In diesem Diagramm sind keine signifikante Veränderungen der
Axialfrequenz über die verschiedenen spandip zu erkennen.
Betrachtet man hingegen die Axialfrequenz und deren absolute Abweichung zur Simulati-
on, so lässt sich eine gering verbesserte Dip-Detektion mit höherem spandip feststellen. Abb.













































Abb. B.3: Bestimmung der optimalen Größe des zu fittenden Teilspektrums spandip anhand
von 247 Spektren
Die oberen beiden Diagramme zeigen die Veränderung der absoluten Abweichung
der simulierten und gemessenen Axialfrequenz und deren Fehler für fünf Beispiel-
spektren. Darunter ist die mittlere Abweichung∆νz,(sim,fit) und der mittlere Feh-
ler δνz der Axialfrequenz der 247 Spektren für verschiedene spandip dargestellt.
Für einen erhöhten spandip lässt sich im Mittel eine geringe Verringerung des
Fehlers und der Abweichung zur Simulation feststellen.
B.3 zeigt diesen Trend sowohl anhand von fünf Beispielspektren, als auch anhand von der
über 2000 Spektren gemittelten Abweichung von simulierter zu gemessener Axialfrequenz.
Dies lässt sich mit der größeren berücksichtigter Datenmenge begründen. Die verschiede-
nen Höhen dieser Unsicherheit sind auf die Unterschiede der im Dip-Bereich herrschenden
Rauschverhältnisse zurückzuführen. Dies könnte auch die Ursache für die in unterschiedlicher
Höhe ausfallenden Abweichungen zwischen Simulation und Messung sein, denn das beim
Dip dazu addierte Rauschen führt zu einer leichten Verfälschung der eigentlichen simulierten
Axialfrequenz.
Grundsätzlich lässt sich erkennen, dass sich mit der Erhöhung des spandip, der damit ver-
bunden genaueren Bestimmung der Parametern und der geringeren Unsicherheit die zunächst
fluktuierende Abweichung stabilisiert. Im Mittel über 247 Spektren lässt sich anhand des unte-
ren Graphen erkennen, dass die Unsicherheit der Axialfrequenz monoton abnimmt und gegen
25mHz konvergiert. Hingegen verbessert sich die mittlere Abweichung∆νz,(sim,fit) von kleins-
ter zur größten Breite des Teilspektrums um 2 mHz. Die Untersuchung der Dip-Detektion
wurde mit weiteren drei Datensets mit jeweils 250 Spektren ergänzt. In Abb. B.4 wird die
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Abweichung der gemessenen zur simulierten Axialfrequenz dargestellt, gemittelt über 1000
Spektren. Die mittlere Abweichung von ∆νz,(sim,fit) = (19±26) mHz bei einem spandip = 100
Hz lässt sich durch die Erhöhung auf spandip = 2000 Hz auf ∆νz,(sim,fit) = (19 ± 24) mHz
nicht verbessern. Diese scheint daher nur von der Auflösung und des im Dip-Bereich herr-
schenden Rauschverhältnisses abhängig zu sein. Dennoch wird für die Dip-Fit-Analyse ein
spandip von 2000 Hz gewählt, da eine genauere Bestimmung aller Parameter für einen stabi-
leren Fit beiträgt.
Die Verhältnisse der Axialfrequenz sowie deren Fehler wurden in einem Histogramm visuali-
siert (siehe. Abb. B.5 und Abb. B.6). Diese zeigen die geringe Verbesserung durch die Erhö-
hung von dipspan bei 2000 Spektren.

















Abb. B.4: Genauigkeit der Dip-Detektion
Durch die Erhöhung der Breite des zu fittenden Spektrums verringert sich die
über 1000 Spektren gemittelte Abweichung der Axialfrequenz und deren Fehler.
Dabei verringert sich die mittlere Abweichung nicht signifikant, jedoch kann die
Unsicherheit der Axialfrequenz um 7% reduziert werden.
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Abb. B.5: Histogramm zur Entwicklung des Verhältnisses der gemessenen zur simulierten
Axialfrequenz über verschiedene spandip
Dieser Verlauf wurde anhand der Messung an 1750 Spektren erstellt. Im oberen
Histogramm ist der Anteil an Spektren ohne Fehlermeldung dargestellt. Im linken
Histogramm wird die Verteilung der Verhältnisse anhand zweier Teilspektrenbrei-
ten verglichen. Im Zentrum ist die Entwicklung des Verhältnisses der gemessenen
zur simulierten Axialfrequenz über verschiedene spandip dargestellt.
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Abb. B.6: Histogramm zur Entwicklung des Fehlers der gemessenen Axialfrequenz über ver-
schiedene spandip
Dieser Verlauf wurde anhand der Messung an 1750 Spektren erstellt. Im obe-
ren Histogramm ist der Anteil an Spektren ohne Fehlermeldung dargestellt. Im
linken Histogramm wird die Verteilung der Fehler anhand zweier Teilspektren-
breiten verglichen. Im Zentrum ist die Entwicklung des Fehlers der gemessenen






























Abb. C.1: Die verschiedenen Breiten spandip in Falle 2 für die Messung in Kap. 5.1
Anhand verschiedener Spektren wurde die Dip-Breite für Falle 2 auf 2.4 Hz be-
stimmt. Proportional zu dieser wurden die verschiedenen spandip gewählt. Die
Ergebnisse der Messung sind in C.3 dargestellt.
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Abb. C.2: Die verschiedenen Breiten spandip in Falle 3 für die Messung in Kap. 5.1
Anhand verschiedener Spektren wurde die Dip-Breite für Falle 3 auf 14 Hz be-
stimmt. Proportional zu dieser wurden die verschiedenen spandip gewählt. Die




spandip = 2.1 Hz
0
10




spandip = 3.5 Hz
0
10




spandip = 5.6 Hz
0
10




spandip = 22.4 Hz
0
10
spandip = 44.8 Hz
0.005 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
0
10
spandip = 89.6 Hz




spandip = 2000.0 Hz









Abb. C.3: Verteilung der in Falle 2 detektierten Axialfrequenzen mit festgesetzten Resona-
torparametern in Abhängigkeit des spandip
Dabei wurde die Abweichung der mit festgesetzten Resonatorparametern detek-
tierten Axialfrequenzen (in Abhängigkeit des spandip) bzgl. der Axialfrequenz
ohne Grenzen mit spandip = 2000 Hz bestimmt. Für alle Diagramme wurde die
Anzahl der Bins auf 50 gesetzt. Insgesamt wurden 174 experimentelle Spektren
analysiert.
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Abb. C.4: Verteilung der in Falle 3 detektierten Axialfrequenzen mit festgesetzten Resona-
torparametern in Abhängigkeit des spandip
Dabei wurde die Abweichung der mit festgesetzten Resonatorparametern detek-
tierten Axialfrequenzen (in Abhängigkeit des spandip) bzgl. der Axialfrequenz
ohne Grenzen mit spandip = 2000 Hz bestimmt. Für alle Diagramme wurde die
Anzahl der Bins auf 50 gesetzt. Insgesamt wurden 174 experimentelle Spektren
analysiert.
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